Okregowa Komisja E i yjnaw J Znie OKE

Matematyka

Opis arkuszy egzaminacyjnych

Arkusze egzaminacyjne z matematyki zostaty opracowane na dwoch poziomach:

- podstawowym — Arkusz I (MMA-P1_1P-102)

- rozszerzonym — Arkusz Il (MMA-R1 1P-102)
Arkusz I zawierat 34 zadania, w tym 25 zamknig¢tych (zdajacy wybieral jedna, poprawna
odpowiedz sposrod czterech propozycji) oraz 9 zadan otwartych. Zdajacy moégt uzyskac
maksymalnie 50 punktow, egzamin trwat 170 minut.
Arkusz Il zawierat 11 zadan otwartych, zdajacy moégt uzyska¢ maksymalnie 50 punktow,
egzamin trwal 180 minut.
Zadania w arkuszu z poziomu podstawowego sprawdzaly umiejetnosci opisane we
wszystkich pigciu obszarach standardow wymagan egzaminacyjnych. Badaly one znajomos¢
1rozumienie podstawowych poje¢ matematycznych, definicji 1 twierdzen oraz umiejgtnos¢
postugiwania si¢ ta wiedza w praktyce. Sprawdzaly takze umiejg¢tnos¢ formutowania opisu
matematycznego danej sytuacji, doboru odpowiedniej strategii rozwiazania problemu oraz
umiejetnos¢ analizowania 1 interpretowania problemow matematycznych. Tematyka zadan
egzaminacyjnych obejmowata tresci podstawy programowej. Umiejetnosci zostaly zbadane
na tre$ciach wszystkich dziesigciu dziatdw podstawy programowe;.
Zadania w arkuszu dla poziomu rozszerzonego sprawdzaly umiejg¢tnosci opisane w trzech
najwyzszych obszarach standardow wymagan egzaminacyjnych. Zadania badaly przede
wszystkim umiejetnos¢ analizowania sytuacji problemowych ipodawania do nich opisu
matematycznego, strategili rozwiazania problemu a takze argumentowania i prowadzenia
rozumowania matematycznego. Tematyka zadan obejmowata tresci z podstawy programowej
dla poziomu rozszerzonego.
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Analiza jakoSciowa
Arkusz I
Zadania zamknigte

O wysokim odsetku sukceséw na egzaminie maturalnym na poziomie podstawowym
zadecydowaly gldéwnie zadania zamknigte. Tylko jedno sposrod nich okazato si¢ dla ogdtu
zdajacych trudne. Bylo to zadanie 13, odnoszace si¢ do wiadomos$ci dotyczacych liczby
przekatnych w wielokacie. Jest to zaskakujace nie tyko dlatego, ze ten problem fatwo
rozwigza¢, wykonujac odpowiedni rysunek, ale 1 dlatego, ze zadania wykorzystujace te
informacj¢ pojawiaty si¢ we wczesniej publikowanych arkuszach egzaminacyjnych. W grupie
zadan umiarkowanie trudnych znalazly si¢ zadania 1, 8, 10, 15, 17, 19 1 22. Szczegdlnie
zaskakujace sa problemy zdajacych z wyznaczeniem wierzchotka paraboli (zad. 8). Zdajacy
mieli przeciez do dyspozycji Wybrane wzory matematyczne, w ktorych podane sa wzory
pozwalajace obliczy¢ wspotrzedne p 1 g wierzcholtka paraboli. Podobnie w zadaniu 22 zdajacy
mogli skorzysta¢ bezposrednio ze wzoru na dlugos$¢ odcinka 4B.

Pozostale zadania byty dla zdajacych tatwe (2, 4, 6, 7,9, 11, 12, 14, 16, 20, 21, 23, 24)
a nawet bardzo tatwe (3, 5, 18 125). Tradycyjnie najlatwiejsze okazaty si¢ zadania odnoszace
do wykorzystania elementarnych definicji 1 twierdzen: pojecia S$redniej arytmetycznej
(zad. 25) 1 definicji potegi o wyktadniku 0 (zad. 3).

Zadanie 1. (1 pke)
Wskaz rysunek, na ktérym jest przedstawiony zbior rozwiazan nieroOwnosci |x + 7| >5.
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Sprawdzane umiejetnosci
Wykorzystanie interpretacji geometrycznej wartosci bezwzglednej do wskazania zbioru

rozwiazan nierownosci typu |x - a| > b (standard II).

Wskaznik latwos$ci zadania dla Wskaznik latwoS$ci zadania
ogohu zdajacych LO LP T
0,66 0,74 0,51 0,56

Poprawna odpowiedz: C.
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Zadanie 2. (1 pkt)

Spodnie po obnizce ceny o 30% kosztuja 126 zt. Ile kosztowaty spodnie przed obnizka?

A. 163,80 zt B.

180 zt

C. 294zt

D. 420zt

Sprawdzane umiejetnosci

Zastosowanie obliczen procentowych w sytuacji praktycznej (standard I11).

Wskaznik latwos$ci zadania dla
ogohu zdajacych

Wskaznik latwosci zadania

LO

LP

0,74

0,81

0,53

0,67

Poprawna odpowiedz: B.

Zadanie 3. (1 pke)
-2 A-l

0
Liczba [2_]—3_2] jest rowna

A. 1 B. 4

9 D. 36

Sprawdzane umiejetnosci

Zastosowanie definicji potegi o wyktadniku zero (standard I).

Wskaznik latwos$ci zadania dla
ogohu zdajacych

Wskaznik latwosci zadania

LO

LP

0,94

0,97

0,88

0,92

Poprawna odpowiedz: A.

Zadanie 4. (1 pke)
Liczba log, 8 +log, 2 jest rOwna

A. 1 B. 2

log, 6 D.

log, 10

Sprawdzane umiejetnosci

Obliczenie sumy logarytméw (standard I'V).

Wskaznik latwos$ci zadania dla
ogohu zdajacych

Wskaznik latwosci zadania

LO

LP

0,70

0,80

0,52

0,59

Poprawna odpowiedz: B.

Zadanie 5. (1 pke)

Dane sa wielomiany W (x)=-2x’+5x* -3 oraz P(x)=2x’+12x. Wielomian W (x)+ P(x)

jest rowny
A. 5x*+12x-3

B. 4x* +5x* +12x-3

C. 4x°+5x*+12x-3
D. 4x’+12x*-3

Sprawdzane umiejetnosci

Dodawanie wielomianow (standard I).

Wskaznik latwos$ci zadania dla
ogohu zdajacych

Wskaznik latwosci zadania

LO

LP

0,90

0,95

0,81

0,87

Poprawna odpowiedz: A.
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Zadanie 6. (1 pkt)
. . . -1 .
Rozwiazaniem rOwnania =— jes
x+1
A. 1 B. 7 4 D. 7
3 7

Sprawdzane umiejetnosci

Sprawdzenie, czy liczba jest rozwiazaniem rOwnania (standard I).

Wskaznik latwos$ci zadania dla
ogohu zdajacych

Wskaznik latwosci zadania

LO

LP

0,81

0,88

0,64

0,72

Poprawna odpowiedz: D.

Zadanie 7. (1 pke)

Do zbioru rozwiazan nierdwnosci (x—2)(x+3) <0 nalezy liczba

A. 9 B. 7

C. 4 D. 1

Sprawdzane umiejetnosci

Sprawdzenie, czy liczba nalezy do zbioru rozwigzan nierownos$ci kwadratowej (standard I).

Wskaznik latwos$ci zadania dla
ogohu zdajacych

Wskaznik latwosci zadania

LO

LP

T

0,89

0,93

0,79

0,86

Poprawna odpowiedz: D.

Zadanie 8. (1 pkt)

Wykresem funkcji kwadratowe] f (x) =-3x” +3 jest parabola o wierzchotku w punkcie

A. (3,0) B. (0,3)

(-3,0) D.

(0.-3)

Sprawdzane umiejetnosci

Odczytanie z postaci kanonicznej funkcji kwadratowej wspdtrzgdnych wierzchotka paraboli

(standard II).
Wskaznik latwoSci zadania dla Wskaznik latwosci zadania
ogohu zdajacych LO LP T
0,66 0,73 0,49 0,58

Poprawna odpowiedz: B.

Zadanie 9. (1 pke)

Prosta o rOwnaniu y = —2x+(3m+3) przecina w ukladzie wspotrzednych o§ Oy w punkcie

(0,2). Wtedy
A. m= _2 B.
3

Sprawdzane umiejetnosci

Wykorzystanie interpretacji wspoiczynnikbw we wzorze funkcji liniowej (standard II).

Wskaznik latwos$ci zadania dla
ogohu zdajacych

Wskaznik latwosci zadania

LO

LP

T

0,76

0,85

0,60

0,67

Poprawna odpowiedz: B.
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Zadanie 10. (1 pkt)

Na rysunku jest przedstawiony wykres funkcji y = f (x) .

y

[

Ktore réwnanie ma doktadnie trzy rozwiazania?

A. f(x)=0

B. f(x)zl

f(x)=2

Sprawdzane umiejetnosci

Odczytywanie wlasnos$ci funkcji z jej wykresu (standard I1).

Wskaznik latwos$ci zadania dla
ogohu zdajacych

Wskaznik latwosci zadania

LO

LP

0,69

0,76

0,54

0,62

Poprawna odpowiedz: C.

Zadanie 11. (1 pkt)

W ciagu arytmetycznym (a,) dane sa: a, =13 1 a, =39 . Wtedy wyraz a, jest rtOwny

A. 13 B. 0

C.

-13

D.

-26

Sprawdzane umiejetnosci

Wyznaczanie wyrazow ciagu arytmetycznego (standard I).

Wskaznik latwos$ci zadania dla
ogohu zdajacych

Wskaznik latwosci zadania

LO

LP

0,87

0,90

0,77

0,85

Poprawna odpowiedz: C.

Zadanie 12. (1 pkt)

W ciagu geometrycznym (a,)dane sa: a, =3 1 a, =24 . Iloraz tego ciagu jest rOwny

A. 8 B. 2

C.

1

8

D.

1

2

Sprawdzane umiejetnosci

Obliczanie ilorazu ciggu geometrycznego (standard I).

Wskaznik latwos$ci zadania dla
ogohu zdajacych

Wskaznik latwosci zadania

LO

LP

0,79

0,86

0,62

0,72

Poprawna odpowiedz: B.
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Zadanie 13. (1 pkt)

Liczba przekatnych siedmiokata foremnego jest rOwna

A. 7 B. 14

C

. 21 D. 28

Sprawdzane umiejetnosci

Obliczenie liczby przekatnych wielokata (standard 11).

Wskaznik latwos$ci zadania dla
ogohu zdajacych

Wskaznik latwosci zadania

LO

LP

0,48

0,53

0,42

0,43

Poprawna odpowiedz: B.

Zadanie 14. (1 pkt)

Kat o jestostryi sina = 7 Warto$é wyrazenia 2 —cos’ a jest rowna

25

B. >
16 2

C.

1 p., 3!
16 16

Sprawdzane umiejetnosci

Zastosowanie zwiazkow miedzy funkcjami trygonometrycznymi kata ostrego do obliczenia

wartosci wyrazenia (standard II).

Wskaznik latwos$ci zadania dla
ogohu zdajacych

Wskaznik latwosci zadania

LO

LP

0,73

0,82

0,53

0,64

Poprawna odpowiedz: A.

Zadanie 15. (1 pkt)

Okrag opisany na kwadracie ma promien 4. Dlugos¢ boku tego kwadratu jest rOwna

A. 42

B. 242

C

. 8 D. 4

Sprawdzane umiejetnosci

Obliczenie dlugos¢ boku kwadratu wpisanego w okrag (standard I).

Wskaznik latwos$ci zadania dla
ogohu zdajacych

Wskaznik latwosci zadania

LO

LP

0,64

0,71

0,46

0,57

Poprawna odpowiedz: A.

Zadanie 16. (1 pkt)

Podstawa trojkata rdwnoramiennego ma dtugos¢ 6, a rami¢ ma dtugos¢ 5. Wysokos¢
opuszczona na podstawe ma dlugos¢

A. 3 B. 4 C. 34 D. /61

Sprawdzane umiejetnosci
Zastosowanie twierdzenie Pitagorasa do obliczenia wysokos$¢ trojkata rownoramiennego

(standard I).
Wskaznik latwoSci zadania dla Wskaznik latwosci zadania
ogohu zdajacych LO LP T
0,86 0,91 0,74 0,82

Poprawna odpowiedz: B.
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Zadanie 17. (1 pkt)
Odcinki AB 1 DE sa rownolegte. Dtugosci odcinkow CD, DE 1 AB sa odpowiednio rowne
1,31 9. Dlugos¢ odcinka AD jest rowna

A. 2 B. 3 C. 5 D. 6

Sprawdzane umiejetnosci
Wykorzystanie wiasnosci figur podobnych do obliczenia dlugosci odcinka (standard I).

Wskaznik latwos$ci zadania dla Wskaznik latwos$ci zadania
ogohu zdajacych LO LP T
0,52 0,61 0,33 0,42

Poprawna odpowiedz: A.

Zadanie 18. (1 pkt)
Punkty 4, B, C lezace na okregu o srodku S sa wierzchotkami trojkata rdwnobocznego. Miara
zaznaczonego na rysunku kata srodkowego ASB jest rOwna

C

K——>

A. 120° B. 90° C. 60° D. 30°

Sprawdzane umiejetnosci
Obliczenie miary kata srodkowego (standard I).

Wskaznik latwos$ci zadania dla Wskaznik latwoS$ci zadania
ogohu zdajacych LO LP T
0,90 0,93 0,78 0,88

Poprawna odpowiedz: A.
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Zadanie 19. (1 pkt)

Latawiec ma wymiary podane na rysunku. Powierzchnia
zacieniowanego trojkata jest rowna

A. 3200 cm?

B. 6400 cm’

C. 1600 cm?

% 5 D. 800 cm’

Coﬁo 0%’ cm
30°%

Sprawdzane umiejetnosci
Obliczenie pole trojkata (standard I1).

Wskaznik latwos$ci zadania dla Wskaznik latwoS$ci zadania
ogohu zdajacych LO LP T
0,55 0,61 0,41 0,48

Poprawna odpowiedz: C.

Zadanie 20. (1 pkt)
Wspodiczynnik kierunkowy prostej rownolegtej do prostej o rownaniu y =-3x+5 jest rOwny:

A, — B. -3 C.

= D. 3
3 3

Sprawdzane umiejetnosci
Wskazanie wspdtczynnika kierunkowego prostej rOwnoleglej do danej prostej (standard II).

Wskaznik latwos$ci zadania dla Wskaznik latwoS$ci zadania
ogohu zdajacych LO LP T
0,74 0,82 0,56 0,66

Poprawna odpowiedz: B.

Zadanie 21. (1 pkt)
Wskaz réwnanie okregu o promieniu 6.

A. x2+y2=3 B. x2+y2:6 C. x2+y2:12 D. x2+y2:36

Sprawdzane umiejetnosci
Wskazanie rownanie okrggu o podanym promieniu (standard II).

Wskaznik latwos$ci zadania dla Wskaznik latwos$ci zadania
ogohu zdajacych LO LP T
0,84 0,91 0,71 0,77

Poprawna odpowiedz: D.
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Zadanie 22. (1 pkt)

Punkty A4=(-5,2) i B=(3,-2) sa wierzchotkami trojkata rownobocznego ABC. Obwdd

tego trojkata jest rowny

A. 30

B. 45

1245 D. 36

Sprawdzane umiejetnosci

Obliczenie odleglosci dwoch punktow na plaszczyznie (standard II).

Wskaznik latwosci zadania dla

Wskaznik latwosci zadania

ogohu zdajacych LO LP T
0,64 0,71 0,46 0,56
Poprawna odpowiedz: C.
Zadanie 23. (1 pkt)
Pole powierzchni catkowitej prostopadlo$cianu o wymiarach 5x3x4 jest rdwne
A. 94 B. 60 C. 47 D. 20
Sprawdzane umiejetnosci
Obliczenie pola powierzchni prostopadtoscianu (standard I).
Wskaznik latwosci zadania dla Wskaznik latwosci zadania
ogohu zdajacych LO LP T
0,82 0,88 0,68 0,76

Poprawna odpowiedz: A.

Zadanie 24. (1 pkt)

Ostrostup ma 18 wierzchotkéw. Liczba wszystkich krawedzi tego ostrostupa jest réwna

A. 11 B. 18

C. 27

D. 34

Sprawdzane umiejetnosci

Obliczenie liczby krawedzi ostrostupa (standard I).

Wskaznik latwosci zadania dla

Wskaznik latwosci zadania

ogohu zdajacych LO LP T
0,70 0,77 0,53 0,63
Poprawna odpowiedz: D.
Zadanie 25. (1 pkv)
Srednia arytmetyczna dziesigciu liczb x, 3, 1,4, 1,5, 1,4, 1, 5 jest rtowna 3. Wtedy
A, x=2 B. x=3 x=4 D. x=5
Sprawdzane umieje¢tnosci
Obliczenie $redniej arytmetycznej (standard 1).
Wskaznik latwosci zadania dla Wskaznik latwosci zadania
ogohu zdajacych LO LP T
0,94 0,96 0,88 0,93

Poprawna odpowiedz: D.

Pracownia Matur




Okregowa Komisja E i yjnaw J Znie OKE

Zadnia otwarte

Zadanie 26. (2 pkt)
Rozwiaz nierdéwnoséé¢ x> —x—2<0.

Sprawdzane umiejetnosci
Rozwiazywanie nieréwnosci kwadratowej (standard I1).

Wskaznik latwosci zadania dla ogélu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO LP T
0,59 0,69 0,39 0,47

Przydzial punktow za zadanie
ZdAaJACy OLTZYIMUJE .ccccuuveeeeieiirnneeiisssneeiesssneescssssseessssssseessssssseesssssssessssssssesssssssssssssssssanss 1 pkt

e gody wyznaczy pierwiastki tréjmianu kwadratowego lub zapisze tr6jmian w postaci
iloczynowej 1 na tym poprzestanie lub dalej popeini bledy

albo
. . . 1l 3 . . .
e ¢dy doprowadzi nierownos¢ do postaci X_E SE 1 na tym poprzestanie lub dalej
popelni btedy.
ZdAaJACY OLTZYIMUJE ..ccuueeeeeiiiisnneeicsssnneeicsssseescssssseescssssseessssssssessssssssssssssssesssssssssssssssssenss 2 pkt

gdy:
e poda zbi6r rozwiazan nieréwno$ci w postaci: —1<x <2 lub (~1,2) lub x e (-1,2)
albo

e poda zbiér rozwigzan nierownos$ci w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi
koncami przedziatow:

‘ :

-1 2 X

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:
Obliczamy pierwiastki trojmianu kwadratowego

1-3 1+3
= —= = x2 =
2 2
Rysujemy fragment wykresu funkcji kwadratowej z zaznaczonymi miejscami zerowymi
1 odczytujemy rozwigzanie nierOwnosci: —1<x<2.

X, =2.

Komentarz:

Zadanie okazato si¢ dla ogotu zdajacych umiarkowanie trudne.

Badalo elementarng dla ucznia szkoly ponadgimnazjalnej umiejgtno$¢: rozwigzywanie
nierownos$ci kwadratowej. Mimo iz ten typ zadania pojawil si¢ na probnej maturze (a takze
w arkuszach wczesniej publikowanych na stronie CKE 1 OKE), to zdajacy nadal popehiali
bledy:

* obliczajac wyroznik trojmianu kwadratowego, np. A=-1-4-1-(-2)=7

-1-3 —1+3

e podajac jego pierwiastki, np. x, = 5 =-2,x,= 1

lub

e zapisujac zbiOr rozwiazan nierOwnosci kwadratowej, np. xe(—oo,—1>u<2,+oo) albo

xe(—1,2).
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Pojawiaty si¢ rowniez rozwigzania S$wiadczace o braku podstawowych wiadomosci
1 umiejgtnosci nie tylko z zakresu funkcji kwadratowe;j, np.

x*—x-2<0
x*—x<2
x<2.

Zadanie 27. (2 pkt)
Rozwiaz rownanie x’ —7x* —4x+28=0.

Sprawdzane umiejetnosci
Rozwiazywanie rOwnania wielomianowego metoda rozkladu na czynniki (standard I).

Wskaznik latwosci zadania dla ogétu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO LP T
0,60 0,71 0,41 0,48
Przydzial punktow za zadanie
ZdAaJACY OLTZYIMUJE ccccuueereeieiisnneeicsssneesesssseescssssseescsssssesssssssssesssssssessssssssesssssssssssssssssenss 1 pkt
gdy:

e pogrupuje wyrazy do postaci, z ktorej tatwo mozna przej$¢ do postaci iloczynowe;j, np.:
x(x2 —~ 4) -7 (x2 —~ 4) =0 lub x’(x—7)-4(x-7) =0 ina tym poprzestanie lub dalej
popeini btad

albo
e podzieli wielomian x° —7x* —4x +28 przez dwumian (x —2) (albo (x+2) albo (x-7))
1 otrzyma poprawny iloraz i na tym poprzestanie lub dalej popetni blad
albo
e podzieli wielomian x° —7x* —4x+28 przez trojmian np. (x—2)(x—7) ina tym
poprzestanie lub dalej popetni btad.
ZdAaJACy OLTZYIMUJE .ccccuveeeeeicissuneeicsssneesessssseescssssseesssssssesssssssssesssssssessssssssesssssssssssssssssenss 2 pkt

gdy wyznaczy bezbl¢dnie wszystkie rozwiazania rownania: x=7 lub x=-2 lub x=2.

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:
Przedstawiamy lewa strong rbwnania w postaci illoczynowej, stosujac metod¢ grupowania

wWyrazow: X (x—7)—4(x—7) = (x2 —4)(x—7) ,
a nastgpnie rozwiazujemy rownanie:
(x=7)(x*-4)=0

(x=2)(x+2)(x-7)=0

Stad x=7 lub x=-2 lub x=2.

Komentarz:

Zadanie okazalo si¢ dla ogotu zdajacych umiarkowanie trudne 1 jednocze$nie bylo dla nich
najlatwiejszym zadaniem w tym arkuszu.

Rozwiazywanie rGwnania wielomianowego bylo kolejna z umiejgtnosci badanych na egzaminie
maturalnym takze w poprzednich latach. Najczgsciej popetniane bledy w tym zadaniu byty
wynikiem:

e niepoprawnego grupowania wyrazow, np. x”(x—7)—4(x+7)=0

e niewlasciwego rozktadu na czynniki, np. x(x2 -Tx—-4+ 28) =0

lub
e niepoprawnego rozwiazania rownania kwadratowego, np. x> —4=0: x=2.
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Zadanie 28. (2 pkt)
Trojkaty prostokatne rownoramienne ABC 1 CDE sa potozone tak, jak na ponizszym rysunku
(w obu trojkatach kat przy wierzchotku C jest prosty). Wykaz, ze |4D| = |BE|.

C
E

A B

Sprawdzane umiejetnosci
Przeprowadzenie dowodu geometrycznego (standard V).

Wskaznik latwosci zadania dla ogétu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO LP T
0,08 0,12 0,01 0,03

Przydzial punktow za zadanie

ZdAaJACy OLTZYIMUJE ..ccccuveeeeeicissnneeicsssneesesssseescssssseesssssssesssssssssesssssssessssssssesssssssssssssssssenss 1 pkt
gdy

e napisze, ze trojkaty ACD 1 BCE sa przystajace 1 wyprowadzi stad wniosek, ze
|AD| = |BE]|
albo

e zapisze, ze |AC|=|BC|, |CD|=|CE| i «ACD =<«BCE
ZdAaJACy OLTZYIMUJE .ccccuveeeeeicisinneeicsssuneeiessssseescssssseesssssssesssssssssesssssssassssssssesssssssssssssssssasss 2 pkt
gdy uzasadni, ze trojkaty ACD 1 BCE sa przystajace 1 wyprowadzi stad wniosek, ze |AD| = |BE | .

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:
Dorysowujemy odcinki AD 1 BE.

Trojkaty ACD 1 BCE sa przystajace na podstawie cechy bkb:
o |AC| = |BC , bo trojkat ABC jest rOwnoramienny

e [CD|=|CE
e |«ACD|=90°—|«<DCB|=|«BCE|.
Zatem | AD| = |BE]|.

, bo trojkat CDE jest rtOwnoramienny

Komentarz:

Zadanie okazalo si¢ dla ogotu zdajacych bardzo trudne 1 jednocze$nie bylo dla nich
najtrudniejszym zadaniem w tym arkuszu.

Ponad 30% maturzystow nie podjeto proby rozwiazania tego zadania, chociaz problem,
z ktorym mieli si¢ uporaé, byl typowy. Kolejny raz okazalo sig, ze rozwiazywanie zadan
z geometrii plaskiej jest dla maturzystow trudne, niezaleznie od stopnia zlozonosci
rozumowania, ktére powinni przeprowadzi¢. Czgsto zdajacy biednie zaktadali wspotliniowosé
punktow A, D, E lub korzystali z tezy zadania, zaktadajac przystawanie trojkatow ACD 1 BCE na
podstawie cechy bbb. W wielu pracach zdajacy uzasadniali rownos$¢ odcinkow AD 1 BE,
odwolujac si¢ do podobienstwa (bez podania uzasadnienia), a nie przystawania trojkatow, albo
powotywali si¢ na cechg przystawania bkb, bez uzasadnienia rownosci katow ACD 1 BCE .
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Zadanie 29. (2 pkt)

Kat o jest ostry i tga :%. Oblicz cosa .

Sprawdzane umiejetnosci
Obliczenie wartosci jednej funkcji trygonometrycznej kata ostrego z wykorzystaniem wartosci
innej funkcji trygonometrycznej tego kata (standard 1V).

Wskaznik latwosci zadania dla ogélu Wskaznik latwos$ci zadania
zdajacych LO LP T
0,59 0,67 0,40 0,50
Przydzial punktow za zadanie
ZdAaJACY OLTZYIMUJE .cccuueeeeeierssnneeiisssnneeiisssneescssssseescssssssessssssssesssssssessssssssesssssssssssssssssenss 1 pkt
gdy:

e przeksztalci dane wyrazenie do postaci wyrazenia zawierajacego tylko cosa lub tylko
sina 1 wykorzysta ,,jedynk¢ trygonometryczna”, np.

) 2 . . . .
sing = %cosa , ﬁcos2 a +cos’ a =1 ina tym poprzestanie lub dalej popetni btad

albo
e obliczy dlugos¢ przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego o przyprostokatnych dtugosci
12 1 5 (lub ich wielokrotnos$ci) z blgdem rachunkowym i zapisze cosa
albo
e narysuje trojkat prostokatny o przyprostokatnych dlugosci 12 1 5 (lub ich wielokrotnosci),
obliczy dtugos¢ przeciwprostokatnej 1 zaznaczy w tym trdjkacie poprawnie kat o
albo
e odczyta z tablic przyblizona wartos¢ kata a: a =~22° (akceptujemy wynik o = 23°)
1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy

ZdAaJACy OLTZYIMUJE .ccccuveeeeeicissuneeicsssneesessssseescssssseesssssssesssssssssesssssssessssssssesssssssssssssssssenss 2 pkt

gdy:

. iy 12
e obliczy warto$¢ cosa : cosa = T}

albo
e obliczy przyblizona warto$¢ cosa : c0s22°~0,9272 lub cos23°~0,9205

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:

= (12x)2 +(5x)2
S5x c=13x
z _12x_12

coso =
12x 13x 13

c

Komentarz:
Zadanie okazato si¢ dla ogotu zdajacych umiarkowanie trudne.
Znajomos$¢ definicji funkcji trygonometrycznych w trojkacie prostokatnym jest elementarna
umiejgtnoscia z zakresu trygonometrii. Mimo to wcigz wielu zdajacych ma problemy
z prawidlowym stosowaniem definicji 1 twierdzen dotyczacych funkcji trygonometrycznych.
Stad na przyktad rozwiazania:
° tga = S :i:sina =51cosa=12

cosa

albo
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a=12
. b=5
///' c=+12%45* =13
a .
b cosoczgz2
c 13

W tym zadaniu najczes$ciej zdajacy zaskakiwali brakiem sprawnosci w wykonywaniu
podstawowych dziatan arytmetycznych, bledami popelianymi w trakcie przeksztalcen
algebraicznych 1 niepoprawnym stosowaniem twierdzenia Pitagorasa.

Zadanie 30. (2 pkt)

a’+1_ a+1
> —

a+l 2

Wykaz, ze jesli a >0, to

Sprawdzane umiejetnosci
Przeprowadzenie dowodu nieréwnosci algebraicznej (standard V).

Wskaznik latwosci zadania dla ogétu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO LP T
0,16 0,23 0,04 0,07
Przydzial punktow za zadanie
ZdAaJACy OLTZYIMUJE ..ccccuveeeeeicissnneeicsssneesesssseescssssseesssssssesssssssssesssssssessssssssesssssssssssssssssenss 1 pkt
gdy:
2
., . , . 2 a” -2a+1 .
e otrzyma nierowno$¢ roéwnowazna a —2a+1>0 lub ﬁz 0 1 na tym
a+

poprzestanie lub w dalszej cze$ci dowodu popeini biad
albo

e stosujac metode dowodu nie wprost otrzyma nierownos¢ (a—l)2 <0 1 nie zapisze

zadnych wnioskoéw lub zapisze blgdne wnioski
ZdAaJACy OLTZYIMUJE .ccccuveeeeeicissuneeicsssneesessssseescssssseesssssssesssssssssesssssssessssssssesssssssssssssssssenss 2 pkt

gdy
e zapisze nierdwno$¢ a’ —2a+1>0 i uzasadni, ze wszystkie liczby dodatnie a spehiaja
te nierownos¢
albo
a’—2a+l1

e zapisze nierdwnos¢
2 (a + 1)

>0 1uzasadni, ze wszystkie liczby dodatnie a spehiaja
te nierownos¢
albo

. . . , oy 2 . .
e stosujac metode dowodu nie wprost otrzyma nier6wnos¢ (a—l) <0 1 zapisze,

ze otrzymana nier6wno$¢ nie zachodzi dla zadnej liczby rzeczywistej a .

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:

Przeksztalcamy nierdwnos$¢ w sposob rownowazny:
a’*+1_a+l
>

a+l 2
2(a2+1)2(a+1)2
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2a° +2>a*+2a+1
a’-2a+1>0
(a—l)2 >0

co konczy dowdd.

Komentarz:

Zadanie okazato si¢ dla ogotu zdajacych bardzo trudne.

Zadania typu ,,wykaz” z reguty budza obawy zdajacych, tak bylo réwniez w tym przypadku —

ponad 19% maturzystow nie podjglo proby rozwiazania tego zadania.

Najczesciej popelianym przez zdajacych bigdem bylo dowodzenie prawdziwosci twierdzenia

dla kilku wybranych liczb catkowitych i wnioskowanie na tej podstawie o jego prawdziwosci

dla wszystkich liczb dodatnich. Pojawialy si¢ tez bledy zwiazane z: niepoprawnymi
2 2

przeksztalceniami algebraicznymi, np. 2a +12—(a +_1L)Z_a+1 >0, a takze bledy wynikajace

a
z niezrozumienia, kiedy trojmian kwadratowy jest nieujemny, np.
a’-2a+1>0

A=4-4=0
a:z:1>0.
2

Zadanie 31. (2 pkt)
W trapezie prostokatnym krotsza przekatna dzieli go na trojkat prostokatny 1 trojkat
rownoboczny. Dluzsza podstawa trapezu jest rowna 6. Oblicz obwod tego trapezu.

Sprawdzane umiejetnosci
Obliczenie obwodu trapezu z wykorzystaniem zwiazkow miarowych w trojkacie prostokatnym
1 rownobocznym (standard I).

Wskaznik latwosci zadania dla ogétu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO LP T
0,46 0,56 0,23 0,34
Przydzial punktow za zadanie
ZdAaJACY OLTZYIMUJE .ccuueeeeeiiissuneeiisssneeicsssneescssssseesssssssesssssssseessssssssssssssssesssssssssssssssssesss 1 pkt
gdy

e prawidfowo podzieli trapez na trojkaty i poprawnie obliczy dlugos¢ krotszej podstawy
trapezu (|DC | =3) 1 na tym zakonczy lub popetni bledy rachunkowe przy obliczaniu

obwodu trapezu
albo

e prawidtowo podzieli trapez na trojkaty 1 poprawnie obliczy wysokos$¢ trapezu (4 = 33 )
1 na tym zakonczy lub popetni blgdy rachunkowe przy obliczaniu obwodu trapezu

ZdAaJACy OLTZYIMUJE ..ccccuveeeeeicissnneeicsssneesesssseescssssseesssssssesssssssssesssssssessssssssesssssssssssssssssenss 2 pkt
gdy obliczy poprawnie obwod trapezu: 15+ 33 .
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Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:
D ¢ Prowadzimy wysoko§¢ CE trojkata rownobocznego
ABC. Woéwczas

|AE|=3 istad |CD|=|4E|=3.
Nastepnie |BC|=|4B|=6

66:3@.

oraz |DA| = |CE| = T
i Stad obwod trapezu jest rowny
4 E B 6+6+3+3/3=15+33.
Komentarz:

Zadanie okazato si¢ dla ogotu zdajacych trudne.

Problemy w tym zadaniu pojawialy si¢ juz na etapie podzialu trapezu. Niektorzy zdajacy
przyjmowali, ze otrzymane trojkaty to: trojkat prostokatny rownoramienny i trdjkat rOwnoboczny
lub dwa trdjkaty prostokatne. Czgsto pojawialy si¢ takze btedy rachunkowe przy obliczaniu

wysokosci trapezu, np. h> =36—9 =25 lub jego obwodu, np. 6+6+3+ 33 =183

Zadanie 32. (4 pkt)
Podstawa ostrostupa ABCD jest trojkat ABC. Krawedz AD jest wysokoScia ostrostupa (zobacz

rysunek). Oblicz objetos¢ ostrostupa ABCD, jesli wiadomo, ze [AD|=12, |BC|=6,
|BD|=|CD|=13.

Sprawdzane umiejetnosci
Obliczenie objetosci ostrostupa (standard 1V).

Wskaznik latwosci zadania dla ogétu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO LP T
0,48 0,59 0,23 0,36

Kategoria rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

FOZWIQZAMIA ceeeeerunneeiiisirnneeiisssnneecsssssneecsssssseesssssssessssssssssssssssssssssssssessssssssessssssssssssssssassssss 1 pkt
Obliczenie dlugosci krawedzi AB lub AC podstawy ostrostupa: |AB| =3, AC| =5
Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSteP...ccccceereriuerriiiinneeicsssnneeicsssnneescsssnneeccsssnsenes 2 pkt
Obliczenie wysokosci AE trojkata ABC: |AE|=4.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania..........eeeeeeeeiiiiisnnneeniicccsssssssnenneeeccsssssssannees 3 pkt

Obliczenie pola podstawy ostrostupa: P,,. =12.
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Rozwigzanie Pelne .........ueeiicvueeiiiiinniiiiiiiiiiinitteiicinteeicneescaseessasesssssasesssssaseses 4 pkt
Obliczenie objetosci ostrostupa: V' =48 .

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:
Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do trojkata ABD wynika, ze |AB|2 = |BD|2 —|AD|2 =25,
stad |AB| =5. Podobnie z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do trojkata ACD wynika, ze
|4C|=5.

W trojkacie 4BC prowadzimy wysoko$¢ AE. Trojkat ABC jest rownoramienny (|AB|=|AC

),
wige |BE | = |EC| = 3. Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ABE mamy

|AE|" =| 4B ~|BE|" =16, stad |4E|=4.

1
Zatem P, :5-6-4:12.

. . 1
Objetos¢ ostrostupa jest rowna V' = 5-12-12 =48.

Komentarz:

Zadanie okazato si¢ dla ogotu zdajacych trudne.

Rozwiazywanie zadania ze stereometrii wymaga zawsze bardzo uwaznej analizy jego tresci,
starannego zaplanowania postgpowania 1 sprawnego postugiwania si¢ pojeciami
charakterystycznymi dla tego dzialu materiatu. W tym zadaniu wymagano od zdajacych
dostrzezenia odpowiednich trojkatow prostokatnych 1 umiejg¢tnosci zastosowania do nich
twierdzenia Pitagorasa. Bledy w rozwiazaniu tego zadania najcz¢s$ciej wynikaly z niewlasciwe;j
interpretacji podstawy ostrostupa, np. zdajacy zaktadali, ze trojkat ABC jest rOwnoboczny albo
jest tréjkatem rownoramiennym o dtugosci ramienia 6.

Zadanie 33. (4 pkt)

Doswiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie symetryczna szescienng kostka do gry.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A4 polegajacego na tym, ze w pierwszym rzucie
otrzymamy parzysta liczbe oczek i iloczyn liczb oczek w obu rzutach bgdzie podzielny przez 12.
Wynik przedstaw w postaci ulamka zwyktego nieskracalnego.

Sprawdzane umieje¢tnosci
Obliczenie prawdopodobienstwa zdarzenia z zastosowaniem klasycznej definicji
prawdopodobienstwa (standard III).

Wskaznik latwosci zadania dla ogétu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO LP T
0,35 0,43 0,20 0,26

Kategoria rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do calkowitego
FOZWIQZania ZAAANIA .....ccovveeiiiiiineiiiiiineiiiiiineiiiisineeicsssseessssssseescssssseessssssssssssssssasssnss 1 pkt

Zdajacy zapisze, ze |Q| =36 ina tym zakonczy lub dalej rozwiazuje btednie.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSEEP .cccccceeererrueriiiiinnreiisiinneeicsssnneeccssneeescsssnsenes 2 pkt
Zdajacy zapisze, ze |Q|=36o0raz, ze A={(2,6),(4,3),(4,6),(6,2),(6,4),(6,6)} i na tym
zakonczy lub dalej rozwiazuje blednie.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci Zadania .........eeeeeeeiiiiiisnneeeiiicccnssssssnnnnencccssssssnnnens 3 pkt

Zdajacy zapisze, ze |Q| =36o0raz, ze |A| =6 1na tym zakonczy lub dalej rozwiazuje big¢dnie.
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Rozwigzanie Pelne .........ueeiicvueeiiiiinniiiiiiiiiiinitteiicinteeicneescaseessasesssssasesssssaseses 4 pkt

Obliczenie prawdopodobienstwa zdarzenia 4: P(A) =

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:

Q jest zbiorem wszystkich par (a,b) takich, ze a,b €{1,2,3,4,5,6} . Mamy model klasyczny.
Q| =36.

Zdarzeniu A sprzyjaja nastgpujace zdarzenia elementarne:
(2:6),(4.3),(4.6).(6.2).(6,4).(6.6)

4 6 1

Zatem |4 =6 istad P(A):@— YRt

Komentarz:

Zadanie okazato si¢ dla og6tu zdajacych trudne.

Bylo to bardzo typowe zadanie, w ktorym zdajacy miat wykaza¢ si¢ umiejgtnoscia obliczenia
prawdopodobienstwa w prostej sytuacji probabilistycznej. Dobranie wilasciwego modelu,
zliczenie odpowiednich wynikéw 1 zastosowanie twierdzenia ,Klasyczna definicja
prawdopodobienstwa” to najczesciej stosowany sposob rozwiazania drugiej czg$ci zadania.
Rozwiazanie nie wymagato stosowania wzoréw kombinatorycznych. Wigkszo$¢ zdajacych nie
potrafita jednak poprawnie zbudowa¢ modelu rozwiazania. Czgstym bledem zdajacych bylo

podanie przy opisywaniu zdarzenia 4 pary (3,4) niespetniajacej warunkoOw zadania. Zadanie
pokazalo, ze wielu zdajacych ma powazne problemy z rozwigzaniem typowych zadan
z rachunku prawdopodobienstwa dotyczacych modelu klasycznego. Zostawianie odpowiedzi

w postaci utamka skracalnego $wiadczy o tym, ze zdajacy nie czytali uwaznie tresci zadania
1 nie sprawdzali zgodnosci uzyskanego wyniku z poleceniem.

Zadanie 34. (5 pkt)

W dwoch hotelach wybudowano prostokatne baseny. Basen w pierwszym hotelu
ma powierzchnig 240 m*. Basen w drugim hotelu ma powierzchnie 350 m” oraz jest o 5m
dluzszy i 2 m szerszy niz w pierwszym hotelu. Oblicz, jakie wymiary moga mie¢ baseny
w obu hotelach. Podaj wszystkie mozliwe odpowiedzi.

Sprawdzane umiejetnosci
Rozwiazanie zadania, umieszczonego w kontekscie praktycznym, prowadzacego do réwnania
kwadratowego (standard III).

Wskaznik latwosci zadania dla ogétu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO LP T
0,45 0,57 0,19 0,31

Kategoria rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZania ZAAANIA .....ccocvneiiiiiiineiiiiiinneiiiinnteiiisineeecisssetessssssseessssssessssssssesssssssseses 1 pkt

Wprowadzenie oznaczen, na przyktad: x, y - wymiary basenu w pierwszym hotelu

i zapisanie rownania x-y =240 albo rownania (x+5)-(y+2)=350.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSEEP .cccccceeeeevrneeriiisunriicissnneeicsssneeccsssnneescssnseees 2 pkt
x-y =240

Zapisanie uktadu réwnan z niewiadomymi x 1 y, np. { ( 5) ( 2) 150"
x+5)(y+2)=
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Pokonanie zasadniczych trudno$ci Zadania .........eeeeeeeiiiivinnnneeniicccnisssssnennenccssssssssnnnens 3 pkt
S, . L 240
Zapisanie rownania z jedna niewiadoma x lub y,np: (x+5)-| —+2 |=350.
X
Rozwigzanie prawie calKOWILe ........eeeieiueiiiiiinniiiiiiniiiiitetiicinneeccnneeeecsneeescssnnseees 4 pkt

Doprowadzenie rOwnania wymiernego do rownania kwadratowego oraz rozwigzanie
réwnania kwadratowego, np. x> —50x+600 =0, skad x =20 lub x=30.

Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ...........cecivueeiiciineeiiciineecccisnnnnn 4 pkt

Zdajacy popehnia blad rachunkowy w rozwiazaniu rownania (ale otrzymuje dwa rozwiazania)
1 konsekwentnie do popetionego btedu oblicza wymiary obu basenow.

Rozwigzanie pelne .........coooueiiiiiinniiiiiiniiiiintiniinetncneencseessasees s ssasseees S pkt

Zapisanie wymiarOw obu basenow:
Basen w pierwszym hotelu ma wymiary : 30 m x 8 m i w drugim hotelu 35 m x 10 m.
lub basen w pierwszym hotelu ma wymiary 20 m x 12 miw drugim 25 m x 14 m.

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:
Oznaczmy przez x dlugo$¢ (w metrach) basenu w pierwszym hotelu i przez y szerokosc
(w metrach) tego basenu (w metrach). Zapisujemy uktad rownan:

x-y =240
{(x+5)-(y+2) =350
Przeksztatlcamy drugie rGwnanie w sposob rownowazny: x-y+2x+5y+10=350,
podstawiamy do tego rOwnania x-y =240 1 wyznaczamy z tego rOwnania, niewiadoma x :

100-5y iy : . . .
x= Y Wyznaczong warto$¢ x podstawiamy do pierwszego rownania

100=5y, y =240 i doprowadzamy to réwnanie do postaci: y> —20y +96 = 0, ktére ma dwa
rozwigzania: y, =8, y, =12.
Zatem:
o jezeli y=8,to x=30 1wtedy basen w pierwszym hotelu ma wymiary: 30 m x 8 m, za$
basen w drugim hotelu: 35 m x 10 m,
o jezeli y=12,to x=20 i wtedy basen w pierwszym hotelu ma wymiary: 20 m x 12 m, za$
basen w drugim hotelu: 25 m x 14 m.

Komentarz:

Zadanie okazato si¢ dla ogotu zdajacych trudne.

Najwazniejsza umiejetnoscia badang w tym zadaniu bylo czytanie ze zrozumieniem tekstu
matematycznego 1 zapisywanie zaleznosci migdzy wielkosciami opisanymi w zadaniu. Tylko
potowa zdajacych nie miata trudnosci z przeprowadzeniem poprawnej analizy warunkow
zadania 1 zbudowaniem modelu matematycznego do przedstawionej sytuacji. Najwigcej bledow
pojawilo si¢ na etapie zapisywania uktadu rownan, zdajacy pisali np.

x-y =240
’ {x+5-y+2:350
albo
2x+2y =240
{2(x+5)+2(y+2)=350

albo
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2[(x+5)-(y+2)+(x+5)z+(y+2)z]:350'

Niestety, rowniez nie wszyscy zdajacy potrafili poprawnie rozwiaza¢ zapisany uktad réwnan,
popetiali biedy logiczne i1 rachunkowe. Pojawialy si¢ tez rozwiazania, w ktorych zdajacy nie
budowali uktadu rownan, a tylko podawali wymiary jednej lub dwodch par basendw,
spetiajacych warunki zadania.

{uw+n+wydm

Arkusz I1

Zadanie 1. (4 pke)
Rozwiaz nier6wnos$¢ |2x+4 |+ |x - 1| <6.

Sprawdzane umiejetnosci
Rozwiazywanie nieréwnosci z wartoscia bezwzgledna (standard 1V).

Wskaznik latwosci zadania dla ogétu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO LP T
0,61 0,65 0,38 0,31

Kategoria rozwiazania

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSteP...ccccceeererirueeeiiiisneeiiissnneeicsssnneescsssnneescsssnsenes 1 pkt

Zdajacy wyr6zni na osi liczbowej przedziaty (—o,-2), <—2,1), <1,oo).
albo

x—1=20 x—1>20 x—1<0

. o |2x+420 |2x+42>20 [2x+4<0 [2x+4<0
zapisze cztery przypadki: 1<0
x—-1<

Pokonanie zasadniczych trudno$ci Zadania .........eeeeeeeiiiiiisnnneeiiiiccnisnsssneeneeecsssssssannens 2 pkt

Zdajacy zapisze nierownosci w poszczegdlnych przedziatach, np.
1. xe(—oo,—2) -2x—-4-x+1<6

ILxe(-2,1)  2x+4-x+1<6
I11. xe<1,oo) 2x+4+x-1<6

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ..........uueeeievuueeiiiiineeiicisneeciciinnnens 3 pkt

e zdajacy poprawnie rozwigze wszystkie trzy nierownosci 1 wyznaczy czgs$ci wspdlne
otrzymanych wynikow z poszczegolnymi przedziatami tylko w dwdch przypadkach,
popetni btad w trzecim przypadku 1 konsekwentnie doprowadzi rozwiazanie do konca

albo

e zdajacy poprawnie rozwigzat nierownosci tylko w dwoch przedziatach 1 wyznaczyt czgsci
wspolne otrzymanych wynikow z poszczegoInymi przedzialami i konsekwentnie
doprowadzi rozwiazanie do konca

albo

e zdajacy rozpatrzy cztery przypadki, poprawnie rozwigze nierdwnosci 1 wyznaczy czgsci
wspolne otrzymanych wynikow z poszczegdInymi przedziatami tylko w dwéch
przypadkach, stwierdzi, ze czwarty jest niemozliwy, popetni btad w trzecim przypadku
1 konsekwentnie doprowadzi rozwiazanie do konca

Rozwigzanie Pelne .........ueeiioueiiiiiiniiiiiiiniiiiiitteiinnnteeccneensesesssasesssssssesssssaseees 4 pkt
Zdajacy zapisze odpowiedz: x € <—3, 1> .
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Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:
Wyr6zniamy na osi liczbowej przedzialy: (—o,-2), <—2,1), <1,oo).

Rozwiazujemy niero6wnosci w poszczegdlnych przedziatach 1 w kazdym przedziale bierzemy
czg$¢ wspolna tego przedziatu z otrzymanym zbiorem rozwigzan nierOwnosci.

x €(—0,-2) xe(-2,1) xe<1,oo)

—2x—-4-x+1<6 2x+4-x+1<6 2x+4+x-1<6

-3x<9 x<1 3x<3

x>-3 W tym przypadku x<1

W tym przypadku rozwiazaniem nierdéwnosci | W tym przypadku
rozwigzaniem nierownosci | jest -2 <x <1 rozwigzaniem nieroOwnosci jest
jest -3<x<2 x=1

Laczac otrzymane rozwiazania, podajemy ostateczng odpowiedz: —3 < x <1 lub zapisujemy
odpowiedz: Zbiorem rozwigzan niero6wnosci jest <—3,1> .

Komentarz:

Zadanie okazato si¢ dla og6tu zdajacych umiarkowanie trudne.

Pojawiajace si¢ w rozwiazaniach bledy pokazuja, ze czg$¢ zdajacych nie opanowala
w dostatecznym stopniu umiej¢tnosci stosowania definicji warto$ci bezwzglednej, mimo ze
zadanie z wartoscia bezwzgledna pojawia si¢ corocznie na egzaminie maturalnym.

Stad na przyktad btedy:

o —6<2x+4+x-1<6

albo

o 2x+4+x—-1<6 v—-2x—-4—-x+1<6.

W prezentowanych rozwiazaniach najczgsciej brakowalo jednak wyznaczenia czes$ci wspolnej
przedzialu z otrzymanym zbiorem rozwiazan nierdéwnosci. Pojawialy si¢ tez liczne bledy
rachunkowe. Na podkreslenie zastuguje fakt, ze poprawne rozwiazanie zadania przedstawila
duza grupa zdajacych.

Zadanie 2. (4 pkt)
Wyznacz wszystkie rozwigzania rOwnania 2 cos’ x—5sinx—4=0 nalezace do przedziatu
(0, 27).

Sprawdzane umiejetnosci
Rozwiazywanie rOwnania trygonometrycznego (standard V).

Wskaznik latwosci zadania dla ogétu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO LP T
0,74 0,77 0,21 0,31

Kategoria rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
calkowitego rozwiazania zadania............ceceeeeiiineeiiiiiinniiinnnneiicnnneeieeecseee. 1 pkt

Zapisanie rOwnania w zaleznosci od jednej funkcji trygonometrycznej, np.
~2sin® x—5sinx—2=0 lub 2sin’ x+5sinx+2=0.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POStEP....ccccceererrueeiiiiinneeicssnneeicsssnneeicsssnseescsssnsenes 2 pkt

Wprowadzenie pomocniczej niewiadomej, np. ¢ = sin x, zapisanie rOwnania w postaci
—2t*=5t—-2=0 lub 2£* +5t+2=0.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania..........eeeeeeeiiiiivnnneeniiiiccsssssssnenneneccsssssssnnnens 3 pkt
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Rozwiazanie rownania kwadratowego (1 =-2 lub ¢ = —5) 1 odrzucenie rozwigzania ¢t = -2.

Rozwigzanie pelne .........ueiicnniiiiiiieiiiiiniiiiiinteiicnteencneensasesssasesssssssesssssaseees 4 pkt

. . . . 11
Rozwiazanie rownania w podanym przedziale: x = %ﬂ' lub x = gﬂ' .

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:
Przeksztalcamy réwnanie do postaci, w ktorej wystepuje tylko jedna funkcja trygonometryczna:

2(1-sin® x)-5sinx—4=0

Porzadkujemy to réwnanie 1 wprowadzamy niewiadoma pomocnicza:

~2sin’ x—5sinx—2=0 , t=sinx, gdzie t € (-1,1). Rownanie przyjmuje teraz posta¢:
21> +5t+2=0

Rozwiazujemy rownanie kwadratowe ze zmienng ¢:

A=9 1 =-2 Qz—%ah f o (-11)

Zapisujemy zatem rozwigzania rOwnania sin x = Y nalezace do przedziatu <0,27T> :

117z . 7
X=—1X=—7
6 6
Komentarz:

Zadanie okazato si¢ dla ogotu zdajacych tatwe.

Zdajacy, ktorzy przystapili do rozwiazania rOwnania zazwyczaj nie mieli problemoéw z doborem
strategii zapewniajacej sukces w rozwigzaniu zadania. ,Jedynka trygonometryczna” to
zalezno$¢ dobrze znana i umiejgtnie stosowana przez wigkszo$¢ z nich. Problemu nie sprawialo
rowniez rozwiazanie roOwnania kwadratowego, cho¢ tutaj najczesciej zdajacy popetniali btedy
logiczne i rachunkowe, np.

—2t7=5t-2=0

543 5-3

t =4 lub t=——=1.
2

Warto réwniez podkresli¢, iz zdajacy nie mieli problemu z rozwiazaniem elementarnego
rownania trygonometrycznego, chociaz nie zawsze pamigtali o wskazaniu rozwigzan

z przedzialu <0, 27T>.

Zadanie 3. (4 pkt)
Bok kwadratu ABCD ma dhugos¢ 1. Na bokach BC 1 CD wybrano odpowiednio punkty £ 1 F'

umieszczone tak, by | CE|= 2|DF | Oblicz warto$¢ x =| DF | , dla ktorej pole trojkata AEF

jest najmniejsze.

Sprawdzane umiejetnosci
Rozwiazywanie zadania w kontekscie praktycznym; badanie funkcji kwadratowej (standard 1V).

Wskaznik latwosci zadania dla ogétu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO LP T
0,35 0,38 0,08 0,16

Kategoria rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do calkowitego
IIVAVITY 21 TR £ 11T (LT U 1 pkt
Zapisanie’ Ze PAEF = PABCD _PADF _PCEF _PABE lub PAEF = PABCD - (PADF + PCEF + PABE) .
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Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSteP.....ccceeeerseeeriissnnriicissnneeicsssnneescsssnneescssnneees 2 pkt
o . . 1 1-2
Zapisanie  pl  wbjkatow  ADF, ABE i CEF: Py =cx, Pup=— al
-2x* +2
1 Py e
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania...........eeeeeeiieiiiiiissrnneneniicccsssssssnneennneccssssens 3 pkt

Zapisanie P, w postaci trojmianu kwadratowego zmiennej x: P(x) =X —Ex +—.
Rozwigzanie pelne .........uecivvuneiiiiinniiiiiiniiiiintininneincneenceeessssseesssase s ssaaseees 4 pkt

. . o 1
Wyznaczenie x, dla ktorego funkcja przyjmuje minimum: x = R

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:
F 1 —x

D—= c
2x

1
E
1—2x

A B

1
Dhugosci odcinkow |BE| i |CF| sa rowne: |BE|=1-2x,
Pole trojkata AEF jest wigc rowne:
P, =P P P P

AEF ABcp — 1 4B — T EcF T 1 Fp4

CF|=1-x.

1 1 1 1
:1—1(1—2x)——-2x-(1—x)——x =x"——x+—
2 2 2 22

1
Pole trojkata AEF jest funkcja zmiennej x: P(x)=x’ —%x +% dla x e <0,§> .
1
21
2

) 1 . 1 1 .
Poniewaz x, =——%=—¢ <0,5> a parabola o rownaniu P(x)=x’ ~~ ¥+~ maramiona

4

skierowane ,.ku gorze”, wigc dla x = 2 pole tréjkata AEF jest najmniejsze.

Komentarz:
Zadanie okazato si¢ dla ogotu zdajacych trudne.

Bledy wystepowaly juz na etapie wprowadzenia oznaczen, maturzysci zapisywali np. |CE | = Ex

lub przyjmowali, ze |DF| :§ a |CE|= % Pojawiaty sie tez bledy zwiazane z obliczeniem pola
trojkata AEF. Zdajacy:
e zapominali o wspdlczynniku 5 we wzorze na pole trojkata 1 zapisywali, np.

P

e =1—(1-2x)=2x(1-x)-x=2x" —x
e nie potrafili poprawnie przeksztalcic¢ wyrazenia algebraicznego 1 zapisywali, np.
l—l(l—2x)—l-2x-(l—x)—lx S NN S
2 2 2 2 2
e popetniali bigdy rachunkowe.
Zdajacy, ktorzy poprawnie zapisali pole trojkata AEF jako funkcj¢ zmiennej x, z reguly nie
mieli klopotow z rozwiazaniem problemu optymalizacyjnego.
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Zadanie 4. (4 pkt)
Wyznacz warto$ci a i b wspolczynnikow wielomianu W (x)=x’+ax’ +bx+1 wiedzac, ze

W (2)=17 oraz, ze reszta z dzielenia W (x) przez (x—3) jest rowna 10.

Sprawdzane umiejetnosci
Zastosowanie twierdzenia o reszcie z dzielenia wielomianu przez dwumian (standard I'V).

Wskaznik latwosci zadania dla ogétu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO LP T
0,73 0,77 0,63 0,46

Kategoria rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
pelnego do rozwiazania Zadania ...........eeeeiieineiiseiiininneinininninneieissssisessssssssssees 1 pkt
Zapisanie jednego z roOwnan: 8 +4a+2b+1=7 albo 27+9a+3b+1=10.

Pokonanie zasadniczych trudnosSci zZadania ...........eecvveeiniveinnsninnsencnsnnsssnnssssnssssssanns 2 pkt
8+4a+2b+1=7

Zapisanie uktadu réwnan: .
27+9a+3b+1=10

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .........uceeeeveiiuinneciseecinnnsecsseccenn. 3 pkt
Rozwiazanie uktadu rownan z blgdem rachunkowym.

ROZWIgZanie Pelne ........uueoueinueiieiiiieiiiiineccnncstenieieecstesnesseecssessssessssessssssssssssesnsene 4 pkt

. . 14 A a
Rozwiazanie uktadu rownan{

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:

Z tresci zadania i twierdzenia Bézout wynika, ze W (2)=7 i W (3)=10.
Zapisujemy uktad rownan

{8+4a+2b+1 =7

27+9a+3b+1=10
Réwnanie 27 +9a + 3b +1 =10 mozemy otrzymac¢ z warunku W(3) =10 lub wykonujac

dzielenie wielomianow i zapisujac, ze reszta z dzielenia jest rowna 10.

Rozwiazujemy uktad réwnan otrzymujac kolejno
{4a +2b=-2

9a+3h=-18
b=-2a-1
9a—-6a-3=-18

a=-5
b=9

Warunki zadania sa spelnione dla a =-5, 5=9.
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Komentarz:

Zadanie okazato si¢ dla ogotu zdajacych latwe.

Kluczowy dla rozwiazania tego zadania okazat si¢ zapis W (3) =10. Wigkszo$¢ zdajacych bez
problemu poradzita sobie z ta umiejetnoscia, cho¢ pojawialy si¢ takze inne zapisy, np.
W(x-3)=10 albo W(3)=0. Jednak najwigcej bledow =zdajacy popetniali na etapie
rozwigzywania ukladu réwnan, czyli w umiejgtnosci, ktora na poziomie rozszerzonym nie
powinna sprawia¢ zadnych trudnosci.

Zadanie 5. (5 pkt)
O liczbach a, b, ¢ wiemy, ze ciag (a, b, c) jest arytmetyczny 1 a+c=10, za$§ ciag

(a+1, b+4, c+19) jest geometryczny. Wyznacz te liczby.

Sprawdzane umiejetnosci
Wykorzystanie wlasnosci ciagu arytmetycznego i ciagu geometrycznego do rozwiazania zadania
(standard III).

Wskaznik latwosci zadania dla ogétu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO LP T
0,82 0,85 0,83 0,63

Kategoria rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny do pelnego rozwigzania zadania

Wykorzystanie wlasnosci ciagu arytmetycznego (geometrycznego) i zapisanie odpowiedniego
roOwnania, np. 2b=a+c albo (b + 4)2 = (a + 1) (c + 19) .

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSEEP .ccccceeeeeiruneiriissnneiiissneiicissnneeccsssnneescssssseescsnnne 2 pkt
Wykorzystanie wlasnosci obu ciagéw (arytmetycznego 1 geometrycznego) i zapisanie uktadu

2b=a+c

rownan umozliwiajacego obliczenie liczb a, b, ¢, np. <a+c=10

(b+4)2 =(a+1)-(c+19)

Pokonanie zasadniczych trudnoSci Zadania .........eeeeeeiiiiiinvnenriicccisnnnsssnneennscsssssssssnsssssseses 3 pkt
Przeksztatcenie uktadu réwnan do rownania kwadratowego z niewiadoma ¢ lub a, np.

¢ +8c—128=0 lub a* -28a+52=0

Rozwiazanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktéore jednak nie przekreslaja

poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ...........ceciveeiiiiineeiicisseeiicissnneeccnnnes 4 pkt

e poprawne rozwigzanie rOwnania kwadratowego, odrzucenie jednego z rozwiazan
1 poprawne wyznaczenie drugiej trojki liczb

albo

e przeksztatcenie uktadu réwnan z jedna niewiadoma do roéwnania kwadratowego z bledem
rachunkowym, np. blad w redukcji wyrazéw podobnych Ilub w przepisywaniu
1 konsekwentne doprowadzenie rozwiazania do konca (o ile otrzymane rownanie kwadratowe
ma dwa pierwiastki rzeczywiste).

Rozwigzanie pelne .........ciioueiiiiiiiniiiiiiiiiiiintiiniettncteeeseeessasees s ssassesssaes S pkt
Wyznaczenie szukanych liczb: a=2, b=5, c=8 lub a=26, b=5, c=-16.
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Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:
Z wlasnosci ciggu arytmetycznego mamy: 2b = a +c. Stad otrzymujemy 2b =10, czyli b=5.
Z wlasnosci ciagu geometrycznego zapisujemy rownanie: (b + 4)2 = (a + 1) . (c + 19) .

b=5
Zatem otrzymujemy uktad rownan, np. <a+c¢ =10

(b+4) =(a+1)-(c+19)
Z drugiego rownania wyznaczamy a =10—c¢ lub ¢=10-a 1 wstawiamy do trzeciego roOwnania.
Otrzymujemy réwnanie, np. 9> =(10—c+1)(c+19) lub 9> =(a+1)(10-a+19).
Przeksztalcamy to rdOwnanie 1 otrzymujemy réwnanie z niewiadoma ¢ lub a, np.
c>+8c—128=0 lub a* —28a+52=0.
Rozwiazaniami tego rownania sq :
¢=8¢=-16 lub q =2,a,=26 .
Zatem szukanymi liczbamisa: a=2,b=5,c=8 lub a=26,b=5,c=-16

Komentarz:

Zadanie okazalo si¢ dla ogdhu zdajacych latwe i jednoczesnie bylo dla nich najlatwiejszym
zadaniem w tym arkuszu.

Kolejny raz okazato sig, ze zdajacy nie mieli probleméw z interpretacja tresci zadania (w tym
z wykorzystaniem wlasnosci obu ciagow), trudno$ci pojawily si¢ jednak na etapie
rozwigzywania ukfadu rownan. Najczesciej byty to btedy rachunkowe. Wielu zdajacych miato
tez problemy z wlasciwg interpretacja otrzymanych wynikow 1 odrzucalo rozwigzanie ¢, =—-16

jako niespetniajace warunkow zadania.

Zadanie 6. (5 pkt)

Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktorych rownanie x*+mx+2=0 ma dwa

rozne pierwiastki rzeczywiste takie, ze suma ich kwadratow jest wigksza od 2m* —13.

Sprawdzane umiejetnosci
Przeprowadzenie dyskusji dotyczacej rozwiazan rOwnania kwadratowego z parametrem
(standard I'V).

Wskaznik latwosci zadania dla ogétu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO LP T
0,64 0,68 0,23 0,32

Kategoria rozwiazania

Rozwiazanie zadania sklada si¢ z trzech czesci.

a) Pierwsza polega na rozwigzaniu nierownosci A>0, me (— 0,-2+/2 )u (2\/5 ,oo).
Za poprawne rozwiazanie tej czesci zdajacy otrzymuje 1 punkt.

b) Druga polega na rozwiazaniu nierdwnosci x> +x, >2m’ 13, me(-3.3).
Za t¢ czg$¢ rozwiazania zdajacy otrzymuje 3 punkty.

c) Trzecia polega na wyznaczeniu czgSci wspolnej rozwigzah nierdwnosci z a) 1 b).
Za poprawne rozwiazanie trzeciej czesci zdajacy otrzymuje 1 punkt.

W ramach drugiej czgsci rozwigzania wyrdzniamy nastgpujace kategorie:

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

FOZWIQZAMA «ovvernerireeisrenissnnssanessanssseesssecsssssssessssssssassssessssssssssssasssssssssssssssssssssssssassssssssssssssss 1 pkt

e zapisanie nierownosci x; +x; >2m’ —13 w postaci rtownowaznej m*> —4 >2m* —13

albo

e wykorzystanie wzoré6w na pierwiastki tréjmianu kwadratowego 1izapisanie nierOwnosci
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2

2 ? _ 2 ?
{—m+\/m —8} +[—m 2m 8] S’ —13.

Pokonanie zasadniczych trudnoSCi .....coeeccvveecnsrencnsserenssencsssensssnnssssnnssssasssssasssssasssssasssssns 2 pkt
Doprowadzenie do postaci nierownosci kwadratowej m* —9<0.

ROZWIQZanie PeINe ........cueeiueinuiiieiiiiiiiinicstintecenctnsneseecseessesssssssssssssssssssssesssssssens 3 pkt

Rozwiazanie nierdwnosci: m e (-3,3).

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:
X +mx+2=0
Zapisujemy uklad nierownosci:

A>0
X +x2>2m’ —13

Rozwiazujemy pierwsza nierownos¢ tego ukfadu:

A=m*-8
A>0
m>—=8>0

me (— oo,—2\/§)u (2\/5,00)

Aby rozwiaza¢ druga niero6wnos¢, najpierw przeksztalcimy lewa strong nierownosci, korzystajac
ze wzorow Viete'a:

xP+xl=(x, +x,) —2xx, =(-m) =2-2=m* -4

Rozwiazujemy zatem nierOwnos¢:

m* —4>2m* —13

m* —9<0, wigc me(-33)

Wyznaczamy wspolna czgs$¢ zbioroéw rozwiazan ukfadu nierownosci:

me (— oo,—2\/§)u (2\/5,00) 1me (— 3,3),

wige m e (-3,-22)u(242,3).

Komentarz:

Zadanie okazato si¢ dla ogotu zdajacych umiarkowanie trudne.

Byt to typowy problem z zakresu funkcji kwadratowej (pojawiajacy si¢ w arkuszach

maturalnych), dlatego zdajacy nie mieli problemu z doborem strategii rozwiazania tego zadania.

Bledy najcze$ciej pojawiaty sig na etapie rozwiazania nieréwnosci x,” +x,” > 2m” —13,. Zdajacy
—b

. . 2 . , .y . .
zapisywali, np. x’+x,” =(x,+x,)  lub, korzystajac ze wzorow Vite'a, pisali: x, +x, =5

1xx,= 50 Nie wszyscy zdajacy pamigtali takze o koniecznos$ci rozwazenia warunku A > 0.
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Zadanie 7. (6 pkt)
Punkt 4=(-2,5) jest jednym z wierzcholkéw trojkata rownoramiennego ABC, w ktorym

| AC |=| BC|. Pole tego trojkata jest rowne 15. Bok BC jest zawarty w prostej o rownaniu
y=x+1. Oblicz wspotrzedne wierzchotka C.

Sprawdzane umiejetnosci
Zastosowanie roOwnania do opisania zaleznosci w prostokatnym uktadzie wspotrzednych
(standard I'V).

Wskaznik latwosci zadania dla ogétu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO LP T
0,43 0,46 0,08 0,25

Kategoria rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze

do calkowitego rozwigzania zadania...........uueeeiiinneeiiiininniiiininniiinnnnneenneneeieeeeee. 1 pkt
Obliczenie odleglosci punktu 4 od proste] y=x+1: d = 342

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSEEP .cccccceeeeerrnriicisrneiicissnneeicsssnneeccsssnneeecssnseeccans 2 pkt
Obliczenie dhugosci odeinkow AC i BC: [AC|=|BC|=5+2.

Pokonanie zasadniczych trudnoSci Zadania .........eeeeeeeeiiiiiiivnneeniiieccissssssnnnnnnsecssssssssnnnens 4 pkt

Ulozenie uktadu réwnan pozwalajacego obliczy¢ wspdhrzedne punktu C (odleglosé
|AC| =572 oraz punkt C nalezy do prostej o rOwnaniu y =x+1)

y=x+1
(x+2) +(y-5) =50
i zapisanie rownania kwadratowego: x> —2x—15=0.

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .........ceeeiveriiiiinneiiiinneecccsineeccnn. S pkt

Rozwigzanie pPelne .........ueeicueiiiiinniiiiiiiiiiintiiiinetcceeenseeessase s ssase s ssassesssaes 6 pkt
Wyznaczenie wspoirzednych punktu C: C =(5,6) lub C =(-3,-2).

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:

-2-5+1
Obliczamy odlegtos$¢ punktu 4 od prostej y=x+1: d = g =342.

V1+1

Obliczona odlegto$¢ d jest rowna wysokosci trojkata ABC poprowadzonej do boku BC. Znamy
pole trojkata ABC, wigc obliczamy dtugos¢ boku BC.

Py =15 %d-|BC|:15 BC| =22 =52

32

Punkt C = (x, y) lezy na prostej o rOwnaniu y = x+1, zatem C = (x,x + 1).
Poniewaz |AC| =

, wigc ze wzoru na dlugos$¢ odcinka zapisujemy rOwnanie:

JGa+2P +(x+1-5) =542

Rozwiazujemy otrzymane rOwnanie:

Jee+2) +(x+1-5) =542

X' +4x+4+x° -8x+16=50

x*—2x-15=0

A =64 x,=5 x,=-3inastgpnie y, =6 y,=-2
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Ostatecznie otrzymujemy dwa punkty: C, =(5,6) C, =(-3,-2).

Komentarz:

Zadanie okazato si¢ dla ogotu zdajacych trudne.

Analizujac rozwigzania, mozna zauwazy¢, ze zdajacy, ktorzy podjeli probg rozwiazania tego
problemu, potrafili wykorzysta¢ informacj¢ o polu trojkata, tzn. obliczy¢ dlugos¢ boku BC.
Niestety, w dalszej czgsci rozwigzania najczgsciej popetnianym bledem bylo przyjecie, ze
|4B|=|AC|. Pojawily si¢ takze rozwiazania, w ktorych zdajacy po obliczeniu diugosci

odcinkéw AD, AC 1 CD (punkt D jest rzutem prostokatnym punktu 4 na prosta o rOwnaniu
y =x+1) odczytywali wspotrzedne punktu C z rysunku, gubiac jedno rozwiazanie.

Podczas rozwigzywania tego zadania zdajacy popehiali wiele blgdow rachunkowych.

Zadanie 8. (5 pkt)
1

x2

Rysunek przedstawia fragment wykresu funkcji f(x)= Przeprowadzono prosta

rownolegla do osi Ox, ktora przecigta wykres tej funkcji w punktach 4 1 B. Niech
C =(3,-1). Wykaz, ze pole trojkata ABC jest wigksze lub rowne 2.

B
]

Sprawdzane umiejetnosci
Przeprowadzenie dowodu algebraicznego (standard V).

Wskaznik latwosci zadania dla ogétu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO LP T
0,28 0,30 0,10 0,13

Kategoria rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
CalKOWIteZ0 rOZWIAZAMNIA ...uuuueeeiinnneiiiiitniiiiintiiiinetccceteecseeeesssssseessssasessssssssesssnns 1 pkt

. . 1
Zapisanie wspohrzednych dwodch punktow lezacych na wykresie funkcji f (x):—2 oraz
X

. 1 1 .
na prostej rownoleglej do osi Ox, np. 4= (x —j, B= (—x,—zj, gdzie x> 0.
X X
Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSEEP .cccccceeeeerrneiiiissneiiciisnneeicsssneeecsssnneescssnsecccnns 2 pkt
. . . . . 1
Zapisanie dlugosci odcinka 4B oraz wysokosci h trojkata ABC, np.: |AB|=2|x| i h=—+1.

X
Pokonanie zasadniczych trudnoSci Zadania .........eeeeeiieiiiiiivcnneeeiiiiciiisssssnneeriecccssssssnnnnens 3 pkt
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2-|x|-xlz+1

Zapisanie pola trojkata ABC w zaleznosci od jednej zmiennej: P, = — = H + |x| .
X

ROZWIQZanie PeINe ........cuuiceeineiiviiiiiiiiintictineiceecsnnseissecsasssesssissssssessssssssassssesssnes Spkt

Uzasadnienie, ze — +x|>2.

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:

. . 1
Zapisujemy wspoOtrzgdne dwoch punktow lezacych na wykresie funkcji f (x):— oraz

2
. . . 1 1 )
na prostej rownoleglej do osi Ox, np. 4= (x,—zj, B= (—x,—zj, gdzie x#0.
X X

Zapisujemy pole trojkata ABC, gdzie C:(3,—1) w zaleznosci od jednej zmiennej:

1
2-|x|-(xz+1] 1

PABC _fzm-ﬂﬂ'

. . . . , 1
Nalezy udowodnié, ze pole trojkata ABC jest wieksze lub rowne 2, czyli H +|x[>2, dla
X
x#0.
Wystarczy wobec tego udowodni¢ (lub powota¢ si¢ na znana nieréwnos$¢), ze dla dowolnej

liczby a >0 zachodzi nier6wno$¢ —+a>2. Po pomnozeniu obu stron nierOwnosci przez a
a

otrzymujemy nierowno$é réwnowazna 1+a’ >2a, czyli a®>—2a+1>0, a wigc nieréwno$é

(a—1)° >0, co konczy dowdd.

Komentarz:

Zadanie okazato si¢ dla og6tu zdajacych trudne.

Prawie 6% maturzystow nie podjeto proby rozwiazania tego problemu, co potwierdza, ze
zadania typu ,,wykaz” budza obawy takze ws$rod zdajacych matematyke na poziomie
rozszerzonym. Uczniowie, ktorzy przystapili do rozwiazywania tego zadania, z reguty nie mieli
problemu z zapisaniem pola trojkata ABC w zalezno$ci od jednej zmiennej. Trudnos$ci pojawiaty

si¢ na etapie uzasadnienia, ze H + |x| > 2. Zdajacy pisali na przyktad:
X

° l+xZ2,x;«t0,czyli 1+x*22x,x#0

X
1-2x+2°
e Lix22,zatem 2 50 ooyl x(1-2x+x7)>0 dla xe R\{0)
X X

albo dowodzili prawdziwos$ci nierdwnosci —+a > 2 bez zatozenia, ze a > 0.
a

Pojawialy si¢ tez rozwiazania, w ktorych zdajacy dowodzili, ze pole trojkata ABC jest wigksze
lub rowne 2 dla wybranych punktow A, B, spetniajacych warunki zadania, np.
A=1,1), B=(-1L1) C=(3,-1)

|4B|=2 i h=2
2:2
PABC:T:222'
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Zadanie 9. (4 pkt)
Na bokach BC 1 CD rownolegloboku ABCD zbudowano kwadraty CDEF 1 BCGH (zobacz

rysunek). Udowodnij, ze |AC| = |F G| .
E

F
D C
G
A B
H
Sprawdzane umiejetnosci
Przeprowadzenie dowodu geometrycznego (standard V).
Wskaznik latwosci zadania dla ogétu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO LP T
0,60 0,62 0,17 0,40

Kategoria rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZAMA «ovveererisreiisnenssensnisssncsssnsssnssssnsssasssssesssssssssssssssssssssasssssssssssssssssasssssssssssssssssasssns 1 pkt

Zaznaczenie na rysunku odcinkow AC 1 FG oraz zapisanie rOwnosci |AB| = |CF | 1 |BC| = |CG| .

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POStEP .c.ccccvveevueerseecsneisuenseecsnnicsenssnesssecsssncssncssenes 2 pkt
Stwierdzenie, ze trojkaty ABC 1 FCG sa przystajace, na podstawie cechy (bkb), bez podania
petnego uzasadnienia rownosci katow |<):F CG| = |<):ABC| .

Pokonanie zasadniczych trudnosSci Zadania .........coeeeevvveeeciverencsnncnssnncsssnnsssssnsssssnssssanses 3 pkt

e Stwierdzenie, ze trojkaty ABC 1 FCG sa przystajace, wraz z podaniem petnego uzasadnienia
réwnosci katow |<):F CG| = |<):ABC| 1 niezapisanie wniosku, ze |AC| = |F G|.

albo

e Stwierdzenie, ze trojkaty ABC 1 FCG sa przystajace, na podstawie cechy (bkb), bez podania

pelnego uzasadnienia rownosci katow |<):F CG| = |<):ABC , oraz zapisanie wniosku,

ze|AC|=|FG]|.

ROZWIgzanie Pelne ........ueeoueicuiieiiniiiiiniicticninnenneccneesneseisssesssesseesssssssssssuasenes 4 pkt
Zapisanie wniosku, ze |AC| = |FG| .

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:
Czworokat ABCD jest rownoleglobokiem, czworokat DCFE jest kwadratem, wigc

|4B|=|CD|=|CF|. W kwadracie CBHG odcinki BC i CG sa rowne.

Niech « oznacza kat ABC danego rownolegtoboku. Wéwczas |<):BCD| =180°-« .

W kwadratach CDEF oraz CBHG mamy |«DCF|=|«BCG|=90°, wicc
|«<FCG|=360°-(180°—-a)—90°-90° = a =|«4BC|.

W trojkatach ABC i FCG mamy zatem: |4B|=|CF|, |BC|=|CG| oraz |«FCG|=|«4BC
trojkaty ABC 1 FCG sa przystajace (cecha bkb ). Stad wnioskujemy, ze |AC| = |F G| .

, WICC

2
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Komentarz:

Zadanie okazato si¢ dla ogotu zdajacych umiarkowanie trudne.

Wigkszos¢ zdajacych probowala zmierzy¢ si¢ z problemem przeprowadzenia dowodu
matematycznego zapewne ze wzgledu na przyjazne tresci. Rozwiazanie tego problemu
wymagato bowiem od zdajacych znajomo$ci podstawowych wiadomosci dotyczacych
przystawania trojkatow, umiejgtnosci logicznego formulowania i1 uzasadniania wnioskow oraz
poprawnego ich zapisywania w jezyku matematyki. Na podstawie analizy rozwiazan
uczniowskich mozna zauwazy¢, ze zdajacy nie mieli probleméw ze stwierdzeniem, ze trojkaty
ABC 1 FCG sa przystajace na podstawie cechy (bkb). Niestety, niewielu zdajacych uzasadniato

rowno$¢ katow |«<FCG| =|«4BC|.

Zadanie 10. (4 pkt)
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w trzech rzutach symetryczna szescienna kostka do gry suma
kwadratow liczb uzyskanych oczek bedzie podzielna przez 3.

Sprawdzane umiejetnosci
Obliczenie prawdopodobienstwa z wykorzystaniem klasycznej definicji prawdopodobienstwa
(standard II1).

Wskaznik latwosci zadania dla ogétu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO LP T
0,30 0,31 0,33 0,23

Kategoria rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny do rozwiazania
.11 1) R 1 pkt

Zdajacy zapisze, ze |Q] = 6° ina tym zakonczy lub dalej rozwiazuje btednie.
jacy zap

ISTOLNY POSEEP.ceeeeeeeieiiiiiiinnnnttteeiiciissinnteteeesccissssssseeneesesesssssssssessesssssssssssssassssssssssssssnsans 2 pkt

Zdajacy zapisze, ze suma kwadratow trzech liczb jest podzielna przez 3 tylko wtedy, gdy
wszystkie liczby sa podzielne przez 3 albo wszystkie sa niepodzielne przez 3.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci Zadania .........eeeeeeeiiiiiinnnneeiiiiccnisssssnenniecccssssssnnnnns 3 pkt

Zdajacy poprawnie obliczy liczbg zdarzen elementarnych sprzyjajacych zajSciu zdarzenia A:
|4|=72 i na tym zakonczy lub dalej rozwiazuje biednie

RozZwigzanie Pelne .........ueeieouuiiiiiiniiiiiiiiiiiiinnneiicnteencnneensaseessaseessssssesssssaseees 4 pkt
1
P(A)=—
(4)=1

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:

Zdarzeniami elementarnymi sa trzywyrazowe ciagi o wartosciach w zbiorze
sze$cioelementowym. Mamy model klasyczny. |Q| =6>=216.

Okreslamy zdarzenie 4 — suma kwadratow liczb uzyskanych oczek bedzie podzielna przez 3.

Reszta z dzielenia kwadratu liczby catkowitej przez 3 moze by¢ rowna 0 lub 1. Suma trzech
kwadratéw bedzie podzielna przez 3 wtedy, gdy kazdy z nich bedzie podzielny przez 3 albo gdy
reszta z dzielenia kazdego z nich przez 3 bedzie réwna 1.

Kwadraty liczb 3 1 6 sa liczbami podzielnymi przez 3.

Kwadraty liczb 1, 2, 4 15 daja z dzielenia przez 3 reszte 1.

| 4] mozemy oblicza¢ nastepujaco:
- ciagi o warto$ciach ze zbioru {3,6} —jest ich 2° =8,
- ciagi o wartoéciach ze zbioru {1,2,4,5} —jest ich 4’ =64,
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czyli |4|=2°+4’ =72
Zatem P(A) 2.1 .
216 3

Komentarz:
Zadanie okazato si¢ dla og6tu zdajacych trudne.
Wigkszos¢ zdajacych potrafita okresli¢ liczbg wszystkich zdarzen elementarnych, czyli zapisac¢

|Q| =6’. Problemy pojawily si¢ natomiast na etapie opisania zbioru zdarzen sprzyjajacych
zdarzeniu 4. Niewielu zdajacych zapisato, ze suma kwadratow trzech liczb jest podzielna przez
3 tylko wtedy, gdy wszystkie liczby sa podzielne przez 3 albo wszystkie sa niepodzielne przez
3. Pojawialy si¢ natomiast obliczenia, np. |4=2" albo |d|]=4’ albo
|4|=C:-C:-C;+C}-C}-Cf .

Nieliczna grupa zdajacych probowala rozwiaza¢ to zadanie, wypisujac wszystkie 216 zdarzen

elementarnych 1 sprawdzajac, ktore z nich spelniaja podany warunek. Proby te z reguly
konczyty sig¢ sukcesem.

Zadanie 11. (4 pkt)

W ostrostupie prawidlowym trojkatnym krawedz podstawy ma dlugos¢ a. Sciany boczne sa
trojkatami ostrokatnymi. Miara kata migdzy sasiednimi §cianami bocznymi jest rOwna 2« .
Wyznacz objgtos¢ tego ostrostupa.

Sprawdzane umiejetnosci
Wyznaczenie objgtos¢ wielo$cianu z wykorzystaniem trygonometrii (standard IV).

Wskaznik latwosci zadania dla ogétu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO LP T
0,25 0,27 0,03 0,10

Kategoria rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny do pelnego rozwiazania
.11 1) R 1 pkt

Wykonanie rysunku ostrostupa i1 zaznaczenie na nim kata miedzy sasiednimi $cianami
bocznymi.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtNY .....ccceeeieiivueeiiiiisneiiciisneeicnisneeicsssnneescssssseescsssnsenes 2 pkt
Wyznaczenie wysokosci EF trojkata ABE w zaleznoSciodai o : m= 2ta .
ga
Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania..........eeeeeeeiiiiivnnneeniiiiccsssssssnenneneccsssssssnnnens 3 pkt
. . . V4sin® o —1
Wyznaczenie dlugosci odcinka EC: x = w .
2sina
Rozwigzanie prawie calKOWILe ........ueeeievueeiiiiiiniiiiiiinieiiiittiniinenecccneeescsneeescsssnsenes 4 pkt
acosa

Wyznaczenie wysokos$ci ostrostupa: H =

\/3(4sin2 a —1) .
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Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:

S
b
hi,
b H|
E
X
h
szl‘ - C
————— ha
A o, Dg
F
. B
. 3
Wysokos$¢ podstawy ostrostupa jest rowna £, = % .
Wyznaczamy wysoko$¢ FE trdjkata rownoramiennego ABE
1
FB| ¢
tga :uzz—, stad m=—2_.
|BE| m 2tgor

Wyznaczamy dlugo$¢ odcinka EC z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie FCE:

x:«/hpz—m2
x\/{aﬁlz_( a ]Z_a 3tg’a—1 _ av4sin’a—1

2 2tga Atg’a 2sina

Z podobienstwa tréjkatow OCS 1 ECF mamy

0S| _|EF| H m
—=r—",CczZyll ——=—.
loc|  |EC 2, x
3 14
2 a3 a a3

m.i.i - '

Stad H = 3 2 2ga 3 _ acoso
av4sina -1 av4sin®a -1 \/§\/4sin2a—1
2sina 2sina
Wyznaczamy objetos¢ ostrostupa:
V_l.azx/g.H_l.aZ\/g_ acosa _ d’cosa
3 4 3 4 \/5\/4sin2a—l 12+/4sin’ a —1 .

Komentarz:

Zadanie okazalo si¢ dla og6tu zdajacych trudne 1 jednoczesnie bylo najtrudniejszym zadaniem
w tym arkuszu.

Rozwiazywanie tego zadania wymagalo przede wszystkim opanowania wiadomosci
dotyczacych kata dwusciennego 1 uwaznej analizy jego tresci, a co za tym idzie — opracowania
strategii rozwiazania obliczenia wysokosci ostrostupa. Zdajacy popetniali btedy juz na etapie
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wykonywania rysunku pomocniczego, niewlasciwie zaznaczajac kat miedzy sasiednimi
scianami bocznymi. Pojawiaty si¢ bledy rachunkowe 1 logiczne. Wielu zdajacych ograniczyto
si¢ tylko do wyznaczenia wysokosci §ciany bocznej ostrostupa, np.

1
. _|FB 5"
sinag =—=%—, stad h=
|BE| h 2sina

w zadaniu problemu.

, hie majac pomyshlu na rozwigzanie postawionego

Whioski wynikajace z analizy jakosciowej zadan

Wyniki egzaminu maturalnego kolejny raz pokazaly, ze zdajacy poprawnie
rozwiazywali zadania typowe, o matym stopniu ztozonosci. W przypadku zadan nietypowych,
wymagajacych rozwiazywania probleméw matematycznych, wigkszo$¢ zdajacych miata
problemy juz na etapie analizy zadania.

Egzamin pokazal, ze w pracy dydaktycznej z uczniami nalezy zwroci¢ uwageg na
ksztalcenie umiejgtnosci analizy warunkéw zadania 1 doboru optymalnych metod
rozwigzywania problemow matematycznych. Nalezy pracowa¢ nad tym, aby uczniowie
dobrze rozumieli wprowadzane na zajeciach definicje 1 twierdzenia oraz potrafili je
interpretowac, takze geometrycznie. Uflatwia to budowanie modelu matematycznego,
zwlaszcza w przypadku zadan praktycznych 1 zadan z rachunku prawdopodobienstwa.
Poziom merytoryczny odpowiedzi uczniow byt bardzo zrdéznicowany. Obok rozwigzan
swiadczacych o wiedzy 1 umiejgtnosci samodzielnego myslenia, zdarzaly si¢ odpowiedzi
bledne 1 nielogiczne. Kolejny raz okazalo sig, ze powaznym mankamentem byla
niedostateczna sprawno$¢ w przeksztalcaniu wyrazen. Czgsto zdajacy poprawnie analizowali
warunki zadania, poprawnie zapisywali rOwnania, ale btedy rachunkowe uniemozliwiaty im
rozwiazanie zadania lub prowadzity do niepoprawnych rozwiazan.

Wprowadzenie obowiazkowego egzaminu maturalnego z matematyki poprzedzone
bylo szeroka akcja informacyjna skierowana do ucznidéw i nauczycieli. Ukazaty si¢ migdzy
innymi dwa przykltadowe arkusze egzaminacyjne w Informatorze maturalnym, a kolejne byty
opublikowane na stronach internetowych CKE 1 OKE we wrze$niu 1 listopadzie 2009 roku.
Analiza rozwiazan zadan otwartych na poziomie podstawowym wskazuje, iz nie wszyscy
maturzys$ci korzystali z przygotowanych dla nich materialdow pomocniczych. W pracy
dydaktycznej z uczniami, przygotowujacymi si¢ do egzaminu maturalnego w roku 2011,
warto zwroci¢ uwage na ksztalcenie takich podstawowych umiejetnosci, jak:

— strategie rozwiazywania zadan zamknigtych,

— tworzenie prostych modeli matematycznych do zadan praktycznych,

— rozumienie poj¢c¢ (a nie opieranie si¢ w rozwiagzaniu na znanych algorytmach),

— dobor optymalnych sposobdéw (strategii) rozwiazania problemow matematycznych,

— argumentowanie i rozumowanie w prostych sytuacjach algebraicznych i1 geometrycznych,
— czytelne zapisywanie toku myslenia,

— sprawne postugiwanie si¢ Zestawem wybranych wzorow matematycznych.

Wazne jest, aby maturzys$ci uwaznie czytali 1 analizowali tre$¢ zadan, a nastgpnie udzielali
zwigzte] 1 precyzyjnej odpowiedzi, zgodnej z przedstawionym poleceniem. Uczniowie
przygotowujacy si¢ do egzaminu maturalnego z matematyki powinni korzysta¢ migdzy
innymi z materialu ¢wiczeniowego, jakim sa arkusze egzaminacyjne umieszczone na stronach
internetowych CKE 1 OKE, a przede wszystkim z Informatora maturalnego z matematyki
od 2010 roku.
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