Matematyka
Opis arkuszy egzaminacyjnych

Arkusze egzaminacyjne z matematyki zostaty opracowane na dwéch poziomach:

- podstawowym — Arkusz I (MMA-P1_1P-112)

- rozszerzonym — Arkusz I (MMA-R1 _1P-112)
Arkusz I zawierat 33 zadania, w tym 23 zamknigte (zdajacy wybierat jedna, poprawna
odpowiedz sposrdd czterech propozycji) oraz 10 zadan otwartych. Zdajacy mogt uzyskac
maksymalnie 50 punktow, egzamin trwal 170 minut.
Arkusz I zawieral 12 zadan otwartych, zdajacy moégt uzyska¢ maksymalnie 50 punktow,
egzamin trwat 180 minut.
Zadania w arkuszu z poziomu podstawowego sprawdzaly umiejetnosci opisane we
wszystkich pigciu obszarach standardow wymagan egzaminacyjnych. Badaly one znajomo$¢
1 rozumienie podstawowych poje¢ matematycznych, definicji 1 twierdzen oraz umiejetnos¢
postugiwania si¢ ta wiedza w praktyce. Sprawdzaly takze umiejgtno$¢ formutowania opisu
matematycznego danej sytuacji, doboru odpowiedniej strategii rozwiazania problemu oraz
umiejgtnos¢ analizowania 1 interpretowania problemoéw matematycznych. Umiejgtnosci
zostaly zbadane na tresciach wszystkich dziesigciu dziatow podstawy programowe;.
Zadania w arkuszu dla poziomu rozszerzonego sprawdzaly umiejetnos$ci opisane w trzech
najwyzszych obszarach standardow wymagan egzaminacyjnych. Zadania badaty przede
wszystkim umiejgtno$¢ analizowania sytuacji problemowych ipodawania do nich opisu
matematycznego, strategii rozwiazania problemu a takze argumentowania i prowadzenia
rozumowania matematycznego. Tematyka zadan obejmowala tre$ci z podstawy programowe;j
dla poziomu podstawowego i rozszerzonego.

Analiza jakoSciowa
Arkusz I

Zadania zamknigte

W maju 2011 roku, podobnie jak rok wczesniej, o odsetku sukcesOw na egzaminie
maturalnym na poziomie podstawowym zadecydowaty gléwnie zadania zamknigte. Tylko
trzy zadania (4, 16 119) byty dla zdajacych trudne. Najtrudniejszym z nich okazalo si¢
zadanie 19, wymagajace znajomosci pojg¢cia stycznej do okrggu. Jest to zaskakujace nie tyko
dlatego, ze ten problem tatwo rozwiaza¢, wykonujac odpowiedni rysunek, ale i dlatego, ze
roOwniez rozwiazanie algebraiczne sprowadzato si¢ do elementarnych obliczen. Trzy zadania
(2., 3. 1 21.) okazaly si¢ dla zdajacych bardzo tatwe. Dwa najlatwiejsze wymagaty
zastosowania obliczen procentowych w typowej sytuacji praktycznej (zadanie 2.) oraz
roztozenia wielomianu na czynniki z zastosowaniem wylaczenia wspdlnego czynnika poza
nawias (zadanie 3.). Zadania tego typu pojawiaty si¢ juz kilkakrotnie w arkuszach
egzaminacyjnych. Pozostale zadania znalazty si¢ w grupie zadan umiarkowanie trudnych (1.,
5.,6.,7.,10., 11, 14., 18., 22.) albo tatwych (9., 12., 13., 15., 17., 20., 23.).

Zadanie 1. (1 pkt)
Wskaz nierdwno$¢, ktora spetnia liczba 7.

A, |x+1>5 B. |x—1<2 C. <4 D. >3

xX——

2
x+=
3

Sprawdzane umiejetnosci
Wykorzystanie pojecia wartosci bezwzglednej do sprawdzenia, czy dana liczba spelnia
nierownos$¢ (standard I).




Wskaznik latwosci zadania dla

Wskaznik latwosci zadania dla

ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,62 0,68 0,44 0,37 0,57 0,34
Poprawna odpowiedz: C.
Zadanie 2. (1 pkt)
Pierwsza rata, ktora stanowi 9% ceny roweru, jest rowna 189 zt. Rower kosztuje
A. 1701 zt. B. 2100zt C. 1890 zl. D. 2091 zi.
Sprawdzane umiejetnosci
Zastosowanie obliczen procentowych w sytuacji praktycznej (standard II).
Wskaznik latwos$ci zadania dla Wskaznik latwosSci zadania dla
ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,92 0,95 0,83 0,66 0,90 0,64

Poprawna odpowiedz: B.

Zadanie 3. (1 pkt)

Wyrazenie 5a> —10ab +15a jest rowne iloczynowi

A. 54°(1-10p+3)  B.

Sa(a—2b+3)

C. S5a(a—10b+15)

D. 5(a-2b+3)

Sprawdzane umiejetnosci

Rozlozenie wielomianu na czynniki z zastosowaniem wytaczenia wspdlnego czynnika poza

nawias (standard I).

Wskaznik latwosci zadania dla

Wskaznik latwos$ci zadania dla

ogohu zdajacych LO LP LU T TU
0,92 0,94 0,88 0,73 0,92 0,68
Poprawna odpowiedz: B.
Zadanie 4. (1 pkt)
o JAx+2y=10 o L
Uktad rownan ma nieskonczenie wiele rozwiazan, jesli
6x+ay=15
A. a=-1 B. a=0 C. a=2 D. a=3
Sprawdzane umiejetnosci
Rozwiazanie uktadu rownan (standard II1).
Wskaznik latwosci zadania dla Wskaznik latwosci zadania dla
ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,49 0,57 0,35 0,32 0,40 0,32
Poprawna odpowiedz: D.
Zadanie 5. (1 pkt)
Rozwiazanie rownania x(x +3)—49 = x(x — 4) nalezy do przedziatu
A. (-0,3) B. (10,+x) C. (-5-1) D. (2,+0)

Sprawdzane umiejetnosci

Rozwigzanie rownania liniowego i sprawdzenie, czy rozwiazanie nalezy do danego przedziatu

(standard II).
Wskaznik latwosci zadania dla Wskaznik latwosci zadania dla
ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,57 0,65 0,39 0,31 0,48 0,27

Poprawna odpowiedz: D.




Zadanie 6. (1 pkt)

12
A. 1 B. 2 C. -1 D. -2

Najmniejsza liczba catkowita nalezaca do zbioru rozwiazan nieréwnosci 2 +% <X jest

Sprawdzane umieje¢tnosci
Sprawdzenie, ktoére z podanych liczb spelniaja nierowno$¢ i wybranie z nich najmniejszej

(standard II).
Wskaznik latwosci zadania dla Wskaznik latwosci zadania dla
ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,56 0,63 0,41 0,36 0,49 0,40

Poprawna odpowiedz: B.

Zadanie 7. (1 pkt)
Wskaz, ktory zbior przedstawiony na osi liczbowej jest zbiorem liczb spetniajacych

jednoczesnie nastepujace nierdwnoscei: 3(x—1)(x—5)<0 i x>1.

A. 43 l > C. é l_i
-1 3 1 5

B. é l—»x D. i L»x
1 6 1 5

Sprawdzane umiejetnosci
Zinterpretowanie rozwiazania nierdwno$ci kwadratowe] 1iliniowej na osi liczbowe;j

(standard II).
Wskaznik latwoSci zadania dla Wskaznik latwoSci zadania dla
ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,57 0,63 0,44 0,33 0,50 0,32

Poprawna odpowiedz: C.

Zadanie 8. (1 pkt)
Wyrazenie log,(2x —1) jest okreslone dla wszystkich liczb x spetniajacych warunek

A. xS% B. x>% C.x<0 D. x>0

Sprawdzane umiejetnosci
Wykorzystanie definicji logarytmu (standard II).

Wskaznik latwos$ci zadania dla Wskaznik latwosci zadania dla
ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,53 0,61 0,36 0,35 0,44 0,34

Poprawna odpowiedz: B.

Zadanie 9. (1 pkt)
Dane sa funkcje liniowe f(x)=x-2 oraz g(x)=x+4 okreslone dla wszystkich liczb

rzeczywistych x. Wskaz, ktory z ponizszych wykresow jest wykresem funkcji

h(x) = f(x)- g(x).




A. B. C. D.

Sprawdzane umiejetnosci
Okreslenie funkcji za pomoca wzoru i interpretowanie wykresoOw funkcji kwadratowych
(standard II).

Wskaznik latwoS$ci zadania Wskaznik latwosci zadania dla

dla ogolu zdajacych LO LP LU T TU

0,72 0,79 0,59 0,36 0,65 0,30

Poprawna odpowiedz: A.

Zadanie 10 (1 pkt)
Funkcja liniowa okres$lona jest wzorem f(x)= —2x+4. Miejscem zerowym tej funkcji jest

liczba
NG V2 23

A, —242 B. Y° c. Y= D.
2 2

Sprawdzane umiejetnosci
Obliczenie miejsca zerowego funkcji liniowej (standard II).

Wskaznik latwosci zadania dla Wskaznik latwosci zadania dla

ogolu zdajacych LO LP LU T TU

0,67 0,76 0,50 0,36 0,57 0,32

Poprawna odpowiedz: D.

Zadanie 11. (1 pkt)

Dany jest nieskonczony ciag geometryczny (an), w ktorym a, =11 a, = % Wtedy

A. alzg B. a1:§ C. a1=2 D. al:Z

Sprawdzane umiejetnosci
Zastosowanie wzoru na n-ty wyraz ciaggu geometrycznego (standard II).

Wskaznik latwos$ci zadania dla Wskaznik latwosci zadania dla

ogolu zdajacych LO LP LU T TU

0,61 0,69 0,42 0,28 0,53 0,27

Poprawna odpowiedz: D.

Zadanie 12. (1 pkt)
Dany jest nieskoniczony rosnacy ciag arytmetyczny (an) o wyrazach dodatnich. Wtedy

A. a,+a,=a, B. a,+ta,=a,+a;, C. a,+a,=a,+a;, D. a;+a,=2a

Sprawdzane umiejetnosci
Zastosowanie wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego (standard IV).

Wskaznik latwosci zadania dla Wskaznik latwos$ci zadania dla

ogolu zdajacych

LO

LP

LU

T

TU

0,82

0,86

0,71

0,56

0,80

0,52

Poprawna odpowiedz: C.




Zadanie 13. (1 pkt)
Kat « jestostryi cosa :%. Wtedy

) 12 . 12 5
A. sing =— oraz tga =— B. sina =— oraz tga =—
13 5 13

12

: 12
C. sina =— oraz tga =—
5 13

D. sinoz:i oraz tgazl—
12

13

Sprawdzane umiejetnosci

Wyznaczenie warto$ci pozostalych funkcji tego samego kata ostrego, gdy dana jest wartos¢

jednej z nich (standard II).

Wskaznik latwoSci zadania dla Wskaznik latwoSci zadania dla

ogolu zdajacych LO LP LU T TU

0,83 0,89 0,72 0,48 0,79 0,43
Poprawna odpowiedz: A.
Zadanie 14. (1 pkt)
. . . sin”38°+cos’38°-1.
Wartos¢ wyrazenia —; > jest rowna
sin” 52°+cos” 52°+1
A. l B. 0 C. —l 1
2 2

Sprawdzane umiejetnosci

Zastosowanie prostych zwiazkow migdzy funkcjami trygonometrycznymi kata ostrego

(standard II).
Wskaznik latwosci zadania dla Wskaznik latwosci zadania dla
ogohu zdajacych LO LP LU T TU
0,82 0,86 0,71 0,56 0,80 0,52
Poprawna odpowiedz: B.
Zadanie 15. (1 pkt)
W prostopadto$cianie ABCDEFGH mamy: |AB| =35, AD| =4, AE| =3. Ktéry z odcinkow

AB, BG, GE, EB jest najdiuzszy?

. G
E !
TN C
4
A. AB B. BG C. GE . EB

Sprawdzane umiejetnosci

Znalezienie zwigzkow miarowych w przestrzeni (standard I'V).

Wskaznik latwosci zadania dla
ogolu zdajacych

Wskaznik latwosci zadania dla

LO

LP

LU

T

TU

0,86

0,89

0,74

0,74

0,83

0,73

Poprawna odpowiedz: C.




Zadanie 16. (1 pkt)
Punkt O jest srodkiem okrggu. Kat wpisany ¢ ma miarg

B
<

4 Q60" C

A. 80° B. 100° C. 110° D. 120°

Sprawdzane umiejetnosci
Skorzystanie ze zwigzkoéw migdzy katem §rodkowym i katem wpisanym (standard II).

Wskaznik latwoS$ci zadania dla Wskaznik latwoS$ci zadania dla
ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,41 0,46 0,27 0,27 0,35 0,27

Poprawna odpowiedz: B.

Zadanie 17. (1 pkt)
Wysokos¢ rombu o boku diugosci 6 1 kacie ostrym 60° jest rOwna

A. 33 B. 3 C. 63 D. 6

Sprawdzane umiejetnosci
Znalezienie zwigzkow miarowych w figurach ptaskich (standard IV).

Wskaznik latwosci zadania dla Wskaznik latwosci zadania dla
ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,72 0,78 0,56 0,46 0,65 0,40

Poprawna odpowiedz: A.

Zadanie 18. (1 pkt)
Prosta k£ ma rownanie y=2x-3. Wskaz réwnanie prostej / réwnolegtej do proste] k

i przechodzacej przez punkt D o wspdtrzednych (-2,1).
A y=-2x+3 B, y=2x+1 C. y=2x+5 D. y=-x+1

Sprawdzane umiejetnosci
Zbadanie rownoleglosci prostych na podstawie ich réwnan kierunkowych (standard II).

Wskaznik latwos$ci zadania dla Wskaznik latwosSci zadania dla
ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,63 0,74 0,42 0,30 0,52 0,20

Poprawna odpowiedz: C.

Zadanie 19. (1 pkt)
Styczna do okregu (x — 1)2 +3° —4=0 jest prosta o rtownaniu
A, x=1 B. x=3 C. y=0 D. y=4

Sprawdzane umiejetnosci
Postuzenie si¢ rownaniem okregu (x — a)2 + (y - b)2 =r’ i sprawdzanie, czy dana prosta jest
styczng do danego okrggu (standard I1).




Wskaznik latwoS$ci zadania dla Wskaznik latwoS$ci zadania dla

ogolu zdajacych LO LP LU T TU

0,39 0,46 0,27 0,27 0,29 0,29

Poprawna odpowiedz: B.

Zadanie 20. (1 pkt)
Pole powierzchni catkowitej szescianu jest rowne 54. Diugo$¢ przekatnej tego szescianu jest
roOwna

A. 6 B. 3 C. 9 D. 33

Sprawdzane umieje¢tnosci
Wyznaczenie zwigzkow miarowych w sze$cianie (standard II).

Wskaznik latwoS$ci zadania dla Wskaznik latwoS$ci zadania dla
ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,74 0,80 0,57 0,44 0,68 0,43

Poprawna odpowiedz: D.

Zadanie 21. (1 pkt)
Objetosc¢ stozka o wysokosci 8 i1 $rednicy podstawy 12 jest rowna

A. 124r B. 967 C. 64r D. 32r

Sprawdzane umiejetnosci
Wyznaczenie zwigzkow miarowych w brytach obrotowych (standard II).

Wskaznik latwosci zadania dla Wskaznik latwosci zadania dla
ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,91 0,94 0,83 0,72 0,89 0,73

Poprawna odpowiedz: B.

Zadanie 22. (1 pkt)
Rzucamy dwa razy symetryczna szescienng kostka do gry. Prawdopodobienstwo otrzymania
sumy oczek roéwnej trzy wynosi

1 1 1 1

A, — B. — C. — D. —
6 9 12 18

Sprawdzane umiejetnosci
Zastosowanie twierdzenia znanego jako klasyczna definicja prawdopodobienstwa do
obliczenia prawdopodobienstwa zdarzenia (standard III).

Wskaznik latwosci zadania dla Wskaznik latwosci zadania dla
ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,59 0,66 0,46 0,30 0,52 0,30

Poprawna odpowiedz: D.

Zadanie 23. (1 pkt)
Uczniowie pewnej klasy zostali poproszeni o odpowiedz na pytanie: ,,Ile oséb liczy twoja
rodzina?” Wyniki przedstawiono w tabeli:

Liczba osob liczba
w rodzinie uczniow
3 6
4 12
X 2




Srednia liczba 0s6b w rodzinie dla uczniéw tej klasy jest rowna 4. Wtedy liczba x jest rowna
A. 3 B. 4 C. 5 D. 7

Sprawdzane umiejetnosci
Obliczenie $redniej arytmetycznej (standard II).

Wskaznik latwosci zadania dla Wskaznik latwosci zadania dla
ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,70 - tatwe 0,77 0,49 0,38 0,63 0,36

Poprawna odpowiedz: D.

Zadania otwarte

Omawiajac sposoby rozwiazania zadan otwartych, odwotujemy si¢ do rozwiazan
1 schematow ich oceniania zawartych w Kryteria oceniania odpowiedzi, opublikowanych na
stronie internetowej CKE:

http://www.cke.edu.pl/images/stories/00002011 matura/kryteria/matematyka model PP.pdf

Zadanie 24. (2 pkt)
Rozwiaz nierdéwnosé 3x* —10x+3<0.

Sprawdzane umiejetnosci
Rozwigzywanie nierownosci kwadratowej (standard II).

Wskaznik latwosci zadania dla Wskaznik latwos$ci zadania dla
ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,70 0,77 0,56 0,27 0,62 0,26

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:
Znajdujemy pierwiastki tréjmianu kwadratowego 3x° —10x+3:

10-8 1
A=100-4-3-3=64 istad x _10-8_1 oraz x, = 10+8 =3
6 3 6
. . . . . 1
Podajemy zbidr rozwiazan nieréwnoséci 3x* —10x+3<0: x € <§, 3> .
Przydzial punktow za takie rozwigzanie:
ZdaJACY OLIZYIMUJE .ccueeerereserssanisncsssecsnesssnsssassssessssssssssssassssasssssssssssssssssassssssssssssassssasssses 1 pkt

gdy:
e obliczy lub poda pierwiastki trojmianu kwadratowego xz%, x=3 1 na tym

poprzestanie lub biednie zapisze zbior rozwigzan nierownosci.
albo
e popetni blad przy obliczaniu wyrdznika lub pierwiastkow tréjmianu kwadratowego
(ale otrzyma dwa rdzne pierwiastki) 1 konsekwentnie do tego rozwiaze nierownosc.
Z.daJACY OLTZYIMUJE .ccueeerreeeserssenissncsssecsseesssnsssassssesssssssssssssssssasssssssssssssssssassssssssassssssssasssses 2 pkt

gdy poda zbior rozwigzan nierdéwnosci: <%, 3> lub x <%, 3> lub % <x<3

Komentarz

Zadanie okazato si¢ tatwe dla ogétu zdajacych i1 byto najtatwiejszym z zadan otwartych w tym
zestawie egzaminacyjnym.

Nieco ponad 55% zdajacych rozwiazato to zadanie poprawnie, pozostali zdajacy popetniali
btedy na réznych etapach rozwiazywania zadania.

Cze¢s$¢ zdajacych prawidlowo wyznaczata pierwiastki trojmianu kwadratowego, ale btednie
podawala zbidr rozwiazan nieroéwnos$ci, np. wskazujac obliczone pierwiastki jako zbior
rozwiazan tej nierownosci. Dos¢ czgsto pojawialy sie rozwiazania, w ktorych zdajacy blednie

8




zapisywali zbior rozwigzan nieréwnosci, np. w postaci przedzialu otwartego lub sumy
przedziatow (—00,—§>u<3, +OO). Odnotowano rowniez rozwigzania, w ktorych zdajacy

popehili btedy rachunkowe przy obliczaniu pierwiastkoOw troyjmianu kwadratowego,
a nastgpnie konsekwentnie do popetnionego btedu zapisywali zbidr rozwigzah nierdwnosci.
Za takie rozwiazania zdajacy mogli otrzymac 1 punkt.

Niestety, grupa okoto 16% zdajacych nie otrzymata nawet jednego punktu za rozwiazanie tej
nieréwnosci kwadratowej, mimo iz ten typ zadania pojawit si¢ na prébnej maturze (a takze
w arkuszach wczesniej publikowanych na stronie CKE i OKE).

Zadania 25. (2 pkt)
Uzasadnij, ze jezeli a+b=11ia’+b>=7,t0o a* +b* =31.

Sprawdzane umieje¢tnosci
Przeprowadzenie dowodu algebraicznego z zastosowaniem wzoréw skroconego mnozenia
(standard V).

Wskaznik latwosci zadania dla Wskaznik tatwosci wedtug typu szkoty
ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,12 0,18 0,01 0,01 0,04 0,00

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:

Poniewaz a+b =1, wicc (a—i—b)2 =1, czyli a’ +2ab+b* =1.

Poniewaz a” +b*> =7, wiec 2ab+7=1.Stad mamy ab=-3 i a’bh’ = (ab)2 =9.
Stosujac wzory skroconego mnozenia, zapisujemy wyrazenie a* +b* =31 w postaci:

(a2 +b° )2 ~2a’h* =31, czyli 77 —2-9 =31, co nalezato uzasadnié.

Przydzial punktow za takie rozwigzanie:

Z.daJACY OLTZYIMUJE cecueeeecsrueeissneecssneesssneesssseesssseessssssssssesssssessssssssssssssssssssssssssssssssssasssssassssas 1 pkt
gdy, korzystajac z zatozen, obliczy, ze ab=-3, 1 na tym poprzestanie lub dalej popetnia
biedy.

Z/dAJACY OLTZYINUJE ccceereerrersrresssrresssressssnessssncssssecssssscssssesssssesssssesssssessssssssssssssssssssssssssssssssns 2 pkt

gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Komentarz

Zadanie okazato si¢ bardzo trudne dla ogétu zdajacych.

Zadania typu ,,wykaz” z reguly budza obawy zdajacych. Tak bylo rowniez w tym przypadku.
Prawie 85% maturzystéw nie podjgto proby badz nie uczynito zadnego postgpu na drodze do
rozwiazania zaprezentowanego problemu, a tylko 7,6% zdajacych uzasadnito postawiona
w zadaniu tezg.

Btedy w rozwiazaniu zadania pojawialy si¢ na réznych etapach, takze juz w pierwszej fazie
rozwigzywania. Niektorzy zdajacy popehniali biedy, stosujac wzory skroconego mnozenia, np.

(a +b)2 =1 to a’+b°=1 lub a*+b*= (a2 +b° )2 —2ab. Inni nie potrafili poprawnie

wykona¢ dziatan na liczbach niewymiernych. Czgsto bowiem pojawiaty si¢ rozwiazania,
w ktorych zdajacy, korzystajac z zalozen, otrzymywali rOwnanie z jedna niewiadoma, np.

1-V13 14413
2 772

a’ Jr(l—a)2 =7. Nastgpnie obliczali a, = . Za bezbledne wykonanie

2

tego etapu rozwiazania zdajacy otrzymywali 1 punkt. Z reguty w dalszej czgsci rozwigzania

pojawialy si¢ problemy zwiazane z obliczeniem wartosci wyrazenia a* +b* .

Blgdem rzadziej popetnianym niz w roku ubiegtym bylo dowodzenie prawdziwosci tezy dla
kilku wybranych liczb i wnioskowanie na tej podstawie o prawdziwosci tezy dla wszystkich
liczb spetniajacych zalozenie.




Zadanie 26. (2 pkt)
Na rysunku przedstawiono wykres funkc;ji f.

YA

A
43

2
J

)

|
AN
A
|
b
|
et
o
e,
NS}
).
N
wn
(@)
A
o0,
O
b 2

Odczytaj z wykresu i1 zapisz:

a) zbidr warto$ci funkcji £,
b) przedziat maksymalnej dtugosci, w ktérym funkcja f jest malejaca.

Sprawdzane umiejetnosci
Odczytanie z wykresu funkcji: zbioru wartosci oraz maksymalnego przedziatu, w ktorym
funkcja maleje (wykorzystanie i tworzenie informacji — standard I).

Wskaznik latwoS$ci zadania dla Wskaznik latwosci zadania dla
ogohlu zdajacych LO LP LU T TU
0,51 0,61 0,32 0,16 0,40 0,13

Przykladowy poprawny zapis rozwigzania:
Zbidr wartosci funkcji f : <—2, 3>

Funkcja f jest malejaca w przedziale <—2, 2>

Przydzial punktow za rozwiazanie zadania:
Z.dAJACY OLTZYINUJE ccceeveerersrrresssrresssnossssnesssssossssssssssssssssssssssssssssssssssossssssssssssssssssssssssssnsssssns 1 pkt
gdy:

e zapisze zbior wartosci funkcji f : <—2, 3> 1 na tym poprzestanie lub btednie zapisze

przedzial maksymalnej dlugosci, w ktorym ta funkcja jest malejaca.
albo

e zapisze przedzial maksymalnej dtugosci, w ktérym funkcja f* jest malejaca: (—2, 2>

1 na tym poprzestanie lub blednie zapisze zbidr wartos$ci funkceji f .
Z/AJACY OLTZYINUJE ccceverrirsrrresssrresssrossssncsssssossssasssssssssasssssssssssssesssssossssssssssssssnsssssssssssnsssssns 2 pkt
gdy zapisze zbidor wartosci funkcji f: <—2, 3> oraz przedzial maksymalnej dlugosci,

w ktorym funkcja f jest malejaca: (—2, 2> .
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Komentarz

Zadanie okazato si¢ dla ogétu zdajacych umiarkowanie trudne.

Badato elementarng dla ucznia szkoly ponadgimnazjalnej umiejetno$¢ odczytywania
podstawowych wiasnos$ci funkcji z jej wykresu. Tylko 32,6 % zdajacych poprawnie odczytato
1 zapisalo wskazane wlasnosci funkcji, otrzymujac tym samym 2 punkty za to zadanie.
Niestety, 30,6 % zdajacych nie udzielilo poprawnej odpowiedzi do Zadnego z podanych
polecen.

Zdajacy mylili zbidr wartosci funkcji z jej dziedzina, stad czgsto pojawiata si¢ odpowiedz
<—4, 8>, albo zapisywali zbioér warto$ci funkcji w postaci (—2, 3) lub <3,—2>. Podobnie,
w przypadku zapisu przedzialu maksymalnej dlugosci, w ktorym funkcja f jest malejaca,
pojawialy si¢ bledne zapisy przedziatu, np. {-2,2} lub (3,-2), czy tez niepoprawne

2

sformutowania postaci ,,f jest malejaca od (-2, 3) do (2, —2)

Zadanie 27. (2 pkt)
Liczby x, y,19 w podanej kolejnosci tworza ciag arytmetyczny, przy czym x+ )y =3§.
Oblicz x1y.

Sprawdzane umiejetnosci
Zastosowanie wzorOw na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego lub wykorzystanie wtasnosci
trzech kolejnych wyrazéw do obliczenia wyrazéw ciagu (standard II1).

Wskaznik latwosSci zadania dla Wskaznik latwos$ci zadania dla
ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,51 0,64 0,25 0,08 0,36 0,05

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:
Liczby x, y, 19 w podanej kolejnosci tworza ciag arytmetyczny, stad 2y =x+19.
Zapisujemy wigc uktad rownan
2y=x+19
{x +y=8
Jego rozwiazaniem jest x=—11 y=9.

Przydzial punktow za takie rozwigzanie:

Z.dAaJACY OLTZYIMUJE cuccueeerercserssanisecsssecssnsssnsssassssesssssssssssssssssasssssssssssssssssassssssssssssassssasssses 1 pkt
gdy wykorzysta wlasnosci ciggu arytmetycznego 1 zapisze rownanie, np.: 2y =x+19 i na
tym poprzestanie lub dalej popeinia bigdy.

Z/dAJACY OLTZYINUJE cceeeveeeresrrrissrresssressssnessssscssssssssssssssssssssssesssssesssssessssssssssssssssssssssssssssssssas 2 pkt

gdy obliczy: x=-11 y=9.

Komentarz

Zadanie okazato si¢ umiarkowanie trudne dla ogotu zdajacych.

Okoto 42% maturzystow rozwiazato to zadanie bezbtgdnie. Prawie rownoliczna grupa 41%
zdajacych nie uzyskata zadnego punktu za przedstawione rozwiazanie, badz nie podjgta proby
rozwiazania tego zadania.

Zaskakiwal fakt, ze niektérzy zdajacy nadal nie potrafili poprawnie zapisa¢ réwnosci
wynikajacej z wlasnos$ci trzech kolejnych wyrazow ciagu arytmetycznego. Pojawialy si¢ na
przyktad zapisy x—y=19-y czy tez y=x+19. A przeciez to zagadnienie pojawiato si¢
w wielu arkuszach egzaminacyjnych, zarowno wséréd zadan zamknigtych, jak i otwartych.
Zdarzaty si¢ tez btedy wynikajace z zastosowania wlasnos$ci ciagu geometrycznego zamiast
arytmetycznego. Trudno$ci pojawily si¢ tez na etapie rozwiazywania uktadu rownan.
Odnotowano réwniez rozwigzania, w ktorych zdajacy przyjmowali, ze suma trzech wyrazow
jest réwna 19 albo btednie zapisywali 19 = x+(19—1)r. Pojawity si¢ rowniez rozwiazania,

11




w ktorych zdajacy sprawdzali warunki zadania dla kilku wybranych wartos$ci x 1 y, a nastgpnie
formutowali odpowiedz, czgsto blgdna. Bylo to zazwyczaj wynikiem btedéw rachunkowych,
popetnianych podczas obliczania rdznicy ciagu arytmetycznego.

Réwniez w tym zadaniu pojawialy si¢ rozwiazania, w ktdrych zdajacy zapisywali (bez
obliczen): x=-1, y=9 inie uzasadniali, Ze jest to jedyne rozwiazanie. Za takie
rozwiazanie, zgodnie ze schematem oceniania, zdajacy otrzymywali 1 punkt.

Zadanie 28. (2 pkt)
sina cosa

Kat o jest ostry i = 2. Oblicz warto$¢ wyrazenia sina - cos« .

cosa sina

Sprawdzane umieje¢tnosci
Zastosowanie prostych zwiazkéw migdzy funkcjami trygonometrycznymi kata ostrg

(standard I'V).
Wskaznik latwosci zadania dla Wskaznik latwosci zadania dla
ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,35 0,48 0,11 0,03 0,18 0,02

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:
sina L Cosa

Sprowadzamy wyrazenie =2 do wspolnego mianownika 1 otrzymujemy

cosa sina
sina+cos’ @

2. Korzystajac z tozsamo$ci sina+cos’a =1, otrzymujemy

sin cosa
1 . 1
— =2, astad sinacosa =—.
sin ¢ cos 2
Przydzial punktow za takie rozwigzanie:
Z.daJACY OLTZYINUJE .cccuveriervrreserrcssrrcssssnossssscssssssssssssssssssssssesssssesssssossssssssssssssssssssssssssssssss 1 pkt

sina  cosa
+

gdy sprowadzi wyrazenie =2 do wspdlnego mianownika i na tym poprzestanie

cosa sina
lub dalej popetnia btedy.
Z.daJACY OLTZYIMUJE .cccueeevercsueissancssensssecsanssssecssassssssssassssssssasssssssssssssssssassssssssassssssssasssssssss 2 pkt

gdy obliczy, ze sinacosa = %

Komentarz

Zadanie okazato si¢ trudne dla ogétu zdajacych.

Tylko 31% zdajacych rozwiazalo to zadanie bezblg¢dnie, a prawie 62% zdajacych otrzymato
0 punktéow za przedstawione rozwigzanie badz nie podjglo proby rozwiazania
przedstawionego problemu.

Zdajacy najczesciej stosowali I sposdb rozwiazania, czyli sprowadzali wyrazenie do
wspolnego mianownika, zauwazali w liczniku jedynke trygonometryczna i1 obliczali wartos¢
szukanego wyrazenia. Wielu zdajacych nie poradzilo sobie juz na pierwszym etapie
rozwigzania tego zadania, popelniajac bledy podczas sprowadzenia wyrazenia
sina  cosa , ) . sina cosa 2sina+2cosa
+— =2 do wspdlnego mianownika, np.: +— =— )
cosa sina cosa sina sina -cosa
Niektorzy maturzy$ci po poprawnym sprowadzeniu wyrazenia do wspolnego mianownika
btednie skracali wyrazenia algebraiczne, inni zostawiali licznik w postaci sin”> & + cos> & lub
sin-sina +cosa-cosa, nie zauwazajac jedynki trygonometrycznej. Zdarzaly sig
rozwiazania, w ktorych podczas mnozenia wyrazenia sin « -cos @ przez 2 pojawiat si¢ wynik

2sina -2cosa. Cze$¢ rozwiazan zostawala w postaci ——— =2 (brak umiejgtnosci
sina - cosa

przeksztatcenia rOwnania wymiernego).
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Zdajacy czgsto zapisywali sin @ -sin o = 2sin o lub analogicznie cosa -cosa =2cosa .

Bardzo rzadko uczniowie podejmowali proby rozwiazania zadania druga metoda opisana
w kluczu oceniania. Ci, ktoérzy zdecydowali si¢ na t¢ metodg, zwykle konczyli swoje
b

rozwiazanie na zapisaniu réwnania +£ =2. Zdarzaly sie prace, gdzie zdajacy bez
a

SRS SN

c
uzasadnienia zapisywali, ze o =45°, albo tez przyjmowali, ze a =30° lub o =60° 1 z tablic
odczytywali warto$ci funkcji trygonometrycznych dla tych katow.

1 L . : . ., . slna . cosa
Jesli uczniowie w rozwiazaniach korzystali z zaleznosci =tga 1

- =ctga , to
cosa sin o

czesto zapisywali jedynie rownanie tgoa +ctga =2 (ewentualnie tgo +t_= 2) 1 na tym
g

konczyli odpowiedz. Zdarzaty si¢ rowniez rozwiazania, w ktorych uczniowie zapisywali
sina cosa
—+ =

poprawnie uktad réwnan < cosa  sina 1 nie potrafili go poprawnie rozwiazac.
sin’ a+cos’ a =1

Zadanie 29. (2 pkt)
Dany jest czworokat ABCD, w ktorym AB| CD. Na boku BC wybrano taki punkt E,

ze |EC|=|CD| i |[EB|=|BA|. Wykaz, ze kat AED jest prosty.
|[EC|=|cD] i |EB|=[B4]. Wy jest prosty

Sprawdzane umiejetnosci
Uzasadnienie, ze wskazany kat jest prosty (standard V).

Wskaznik latwoS$ci zadania dla Wskaznik latwoS$ci zadania dla
ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,07 0,11 0,00 0,00 0,01 0,00

Przykladowy poprawny zapis rozwigzania:
Niech |DCED|=a. Poniewaz trojkat DCE jest rownoramienny i |EC|=|CD

to [J EDC|=|0 CED| =« . Zatem |1 DCE|=180°—2a.

2

Podobnie, poniewaz trojkat ABE jest roOwnoramienny i |D AEB| = |D EAB| =0,
to [J ABE|=180°-24.

Katy ABE 1 DCE sa katami wewngtrznymi trapezu ABCD i |D DCE | + |D ABE | =180°.

Stad 180° -2 +180°—-24 =180°, czyli

2a0+2£ =180°

a+=90°.

Zatem |] AED|=180°—|0J CED|—|J AEB|=180°—a — 8 =180°—(a + ) = 90°.

Przydzial punktow za takie rozwigzanie:

Z.daJACY OLIZYIMUJE .ccueeeecrneeissneecssneessneessneesssneesssseessssesssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnssss 1 pkt

gdy napisze zalezno$ci migdzy miarami katow w trojkatach rownoramiennych ABE 1 DCE,
np. |D DCE| =180°-2a i ||] ABE| =180°—2/ ina tym zakonczy lub dalej popetnia bigdy.

Z.daJACY OLIZYINUJE .cccueerresrrisssrressnrcsssrncssssscssssesssssesssssesssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 2 pkt

gdy poprawnie uzasadni, ze |D AED| =90°.
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Komentarz

Zadanie okazato si¢ bardzo trudne dla ogoétu zdajacych i bylo najtrudniejszym z zadan
otwartych w tym zestawie egzaminacyjnym.

Tylko 6% zdajacych rozwiazalo to zadanie bezblednie, a prawie 92% nie podjgto proby jego
rozwiazania badz za przedstawione rozwigzanie uzyskato 0 punktow.

Kolejny raz zatem okazato sig, ze rozwiazywanie zadan z geometrii ptaskiej jest dla
maturzystow trudne, niezaleznie od zlozonosci strategii czy rozumowania, ktére powinni
przeprowadzic.

Tym razem do udowodnienia tezy wystarczyl poprawnie wykonany rachunek katow,
oczywiscie o ile zdajacy zauwazyl, ze czworokat ABCD jest trapezem i nie przyjat Zadnych
dodatkowych zalozen. Niestety, zdajacy najczgsciej popelniali btad, zakladajac, ze czworokat
ABCD jest prostokatem. W wielu pracach pojawily si¢ takze dodatkowe zaloZenia o katach,
np. [ICED|=45° i [1ABE|=45°.

Zadanie 30. (2 pkt)
Ze zbioru liczb {1, 2, 3,..., 7} losujemy kolejno dwa razy po jednej liczbie ze zwracaniem.

Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania liczb, ktorych suma jest podzielna przez 3.

Sprawdzane umiejetnosci
Obliczenie prawdopodobienstwa zdarzenia (standard IV).

Wskaznik latwosci zadania Wskaznik latwos$ci zadania dla
dla ogétu zdajacych LO LP LU T TU
0,45 0,52 0,32 0,11 0,38 0,14

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:
Obliczamy liczbg wszystkich zdarzen elementarnych: |Q| =7,

Obliczamy liczbg zdarzen elementarnych, sprzyjajacych zdarzeniu A4:

A={(1.2).(15).(2.1).(2.4).(2.7).(3.3).(3.6).(4.2)
(4.5)(5.1).(5.4)-(5.7).(6.3).(6.6).(7.2).(7.5)}

. 1
czyli |A| =16, zatem P(A4) = 4—2
Przydzial punktow za takie rozwigzanie:
Z.daJACY OLTZYIMUJE .cccuveevererueissaecssnnsseecssnssssecssasssssessnssssssssassssssssssssssssssssssssssassssssssasssasssns 1 pkt

gdy

e obliczy liczbg wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych: |Q| =7"=49
albo

e obliczy liczbe zdarzen elementarnych, sprzyjajacych zdarzeniu 4 : |A| =16

Z.daJACY OLTZYIMUJE .cceeeeerreeeissneecssanecssnnecssanesssssesssssesssssessssesssssassssssssssssssssssssssssssssssssssasssss 2 pkt

gdy obliczy prawdopodobienstwo zdarzenia 4: P(A) = E

49
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Komentarz
Zadanie okazato si¢ trudne dla ogétu zdajacych.
Tylko 33,7% zdajacych rozwiazato to zadanie poprawnie i1 az 42,9% zdajacych nie podjeto
proby jego rozwiazania badz za przedstawione rozwiazanie uzyskato 0 punktow.
Rozwiazujac to zadanie, zdajacy najczgsciej stosowali  definicj¢  klasyczna
prawdopodobienstwa. Bledy pojawialy si¢ juz na etapie zliczania wszystkich zdarzen
elementarnych. Czgsto maturzysci zapisywali |Q|:14 lub |Q|:73. Najwigce] problemow
jednak sprawilo zdajacym zliczenie zdarzen elementarnych, sprzyjajacych zdarzeniu A4,
najczesciej zdajacy pomijali niektore z tych zdarzen i zapisywali np. |A| =10 lub |A| =15.
Zaskakiwat fakt, ze cze$¢ zdajacych nieprawidtowo zliczala liczbg zdarzen elementarnych,
sprzyjajacych danemu zdarzeniu, pomimo poprawnego ich wypisania lub zaznaczenia
w tabeli.
Mniejsza czg$¢ populacji zdajacych wybierala rozwiazania z wykorzystaniem drzewa
stochastycznego. W tym sposobie rozwigzania zdajacy najczesciej popetniali rozne biedy:

e narysowane drzewa nie zawieraly istotnych gal¢zi, byty niekompletne,

e na istotnych gateziach drzewa nie bylo zapisanych prawdopodobienstw,

e przy obliczaniu prawdopodobienstwa brano pod uwage galezie, ktore nie spetnialy

warunkow zadania,

e dodawano prawdopodobienstwo na gateziach drzewa.
W wielu przedstawionych rozwiazaniach zabraklto refleksji nad otrzymanym wynikiem, stad
cze$¢ zdajacych zapisywala, ze prawdopodobienstwo jest liczba wigksza od 1.

Zadanie 31. (4 pkt)
Okrag o $rodku w punkcie S =(3,7) jest styczny do prostej o rownaniu y =2x—3. Oblicz
wspotrzedne punktu stycznosci.

Sprawdzane umieje¢tnosci
Wyznaczenie wspotrzednych punktu stycznosci prostej z okregiem (standard IV).

Wskaznik latwos$ci zadania Wskaznik latwosci zadania dla
dla ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,20 0,29 0,04 0,01 0,09 0,00

Przykladowy poprawny zapis rozwigzania:
Wyznaczamy wspotczynnik kierunkowy m prostej prostopadtej do prostej o rownaniu
1
=2x-3:m=——.
g 2
Zapisujemy roOwnanie prostej prostopadtej do stycznej i przechodzacej przez punkt S = (3,7) :
YTy
Zapisujemy 1 rozwiazujemy uktad rownan:
y=2x-3
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23 31
Zatem punkt styczno$ci ma wspotrzedne: (?,?j .

Przydzial punktow za takie rozwigzanie:

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIA ZAAANIA couecneeinriiniinniiieiteisiennecseecnesseesssesssssssnssssesssessssssssessssssssassssssssees 1 pkt
Zapisanie wspoiczynnika kierunkowego prostej prostopadiej do prostej o rownaniu
y=2x-3,

np. m= —E .
Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep .......ccceeceeveeccucccnecnnes 2 pkt
y=2x-3
Zapisanie uktad rownan 1 17
y=—=X+—
2 2
Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania.........cceeceeveeenevnncsisercsssnncsseicssnicssssscssasscsnns 3 pkt
Przeksztatcenie uktadu réwnan do réwnania z jedna niewiadoma, np.
—lx+1—7:2x—3 lub yz—ly—§+1—7-
2 2 4~ 4 2
ROZWIQZanie PeINe .......uuieieiineiiniiiiiniiiinninnennnenennncnneessecsesssessesssesssssssssssesssses 4 pkt
. . , , . (23 31
Obliczenie wspotrzednych punktu stycznosci: R
Komentarz

Zadanie okazato si¢ trudne dla ogétu zdajacych.

Celem zadania bylo sprawdzenie, czy zdajacy potrafia wyznaczy¢ wspoOlrzedne punktu
styczno$ci prostej z okrggiem, stosujac metody geometrii analitycznej.

y=2x-3
Zdajacy, ktérzy wybrali I sposob rozwiazania i uzyskiwali uktad rownan: 1 17
y=—=Xx+—
2 2

najczesciej rozwiazywali to zadanie z sukcesem.

Niestety, bledy najcz¢Sciej pojawiaty si¢ wilasnie na etapie budowania uktadu roéwnan.
Zdajacy nie potrafili zapisa¢ wspotczynnika kierunkowego a prostej y =ax+b prostopadtej
do danej, popetniali bledy, obliczajac wspotczynnik b. Zdarzalo si¢ rowniez, ze przy
wlasciwie wyznaczonej prostej prostopadlej wystepowaty bledy w rozwiazaniu uktadu
rownan, czyli w konsekwencji zdajacy zle wyznaczali wspoirzedne punktu przecigcia
prostych. Podobnie w pozostalych metodach dominowaty btedy w interpretacji problemu
metodami geometrii analitycznej, bledy algebraiczne 1 rachunkowe.

Tradycyjnie zadania z geometrii analitycznej naleza do grupy zadah o najnizszym stopniu
wykonalnos$ci. Problem okrggu 1 stycznej byl najtrudniejszym zar6wno wsrdéd zadan
zamknigtych jak 1 wérdd zadan rozszerzonej odpowiedzi. Az 70,4% zdajacych nie podjgto
proby rozwiazania tego zadania badz za przedstawione rozwiazanie uzyskato 0 punktow,
a niespetna 14% zdajacych rozwiazato je do konca.

Zadanie 32. (5 pkt)

Pewien turysta pokonat tras¢ 112 km, przechodzac kazdego dnia t¢ sama liczbg kilometrow.
Gdyby mogt przeznaczy¢ na te wedréwke o 3 dni wigcej, to w ciagu kazdego dnia mogiby
przechodzi¢ o 12 km mniej. Oblicz, ile kilometréw dziennie przechodzit ten turysta.

Sprawdzane umiejetnosci
Rozwiazanie zadania umieszczonego w konteks$cie praktycznym (standard III).
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Wskaznik latwosci zadania Wskaznik latwos$ci zadania dla
dla ogétu zdajacych LO LP LU T TU

0,40 0,52 0,18 0,06 0,27 0,05

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:

Niech x oznacza liczbg dni wedrowki, y — liczbg kilometréw przebytych kazdego dnia przez
turyste. Droge przebyta przez turystg¢ opisujemy rownaniem x-y =112.

Turysta moze przeznaczy¢ na wedrowke o 3 dni wigeej, idac kazdego dnia o 12 km mnie;,

wowezas (x+3)-(y—12)=112.
Zapisujemy uklad rownats, np. 4 *
apisujemy ukfad rownan, np. (+43)-(y-12) =112

Przeksztatcamy go do réwnania kwadratowego x” +3x—28 =0 i otrzymujemy:

X, = _32_11 =7 sprzeczne z zat. x>0
%, = —3+11 4

2
Obliczamy y: y = % =28

Odp.: Turysta przechodzit dziennie 28 km.

Przydzial punktow za takie rozwigzanie
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIigZania ZAUAMIA ....cceveieirricisnncssnricssninsssnissssnesssssessssosssssosssssosssssosssssssssssssssssssssssssnns 1 pkt
Zapisanie zaleznosci migdzy przebyta droga, liczba dni wedrowki x oraz liczba kilometrow
przebytych kazdego dnia przez turyste¢ y, np.:

J (x+3)-(y—12)=112

albo
o x-y=112.
Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POStEP ....c.ccceceeverivueisersseensesssncssnecssnnsssesssnncssessane 2 pkt

x-y=112
(x+3)-(y—12)=112
Pokonanie zasadniczych trudno$ci Zadania .........ceecevveiiciveninnsencsssenessercssnsessssssssansssnns 3 pkt

Zapisanie rownania z jedna niewiadoma x lub y, np:

(x+3)(£—12j=112 lub (£+3j(y—12)2112, ub  x-(4x+12)=112,
x y

Zapisanie uktadu rownan z niewiadomymi x 1 y, np. {

lub (%y—3)y=112

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslajg
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .........cceeicvveicsveeccssnrccssnnccssnnccsnncen 4 pkt
e rozwigzanie rOwnania z niewiadoma x bezbltednie i nieobliczenie liczby kilometrow
przebytych kazdego dnia przez turystg,
albo
e rozwigzanie rownania z niewiadoma x lub y z bledem rachunkowym i konsekwentne
obliczenie liczby kilometrow przebytych kazdego dnia przez turyste.
ROZWigzanie Pelne .......eiiiiiiiiiiiiniitiintinneinninnennnennesnsessesssessesssessssssssssesssses S pkt
Obliczenie liczby kilometrow przebytych kazdego dnia przez turystg: 28 km.
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Komentarz
Zadanie okazato si¢ trudne dla ogétu zdajacych.

Bezblednie rozwiazato je 28,4% zdajacych, a prawie 43% zdajacych nie podjeto proby
rozwiazania tego zadania badz za przedstawione rozwiazanie uzyskato 0 punktow.

Bylo to zadanie wykorzystujace zaleznos¢ droga — predkos¢ — czas. Jego celem byto
sprawdzenie, czy maturzysta potrafi poprawnie opisaé t¢ sytuacje w jezyku matematyki,
anastgpnie rozwigza¢ odpowiednie rOéwnania 1 zinterpretowa¢ otrzymane wyniki.
Najwazniejsza umiejgtnoscia badang w tym zadaniu bylo czytanie ze zrozumieniem tekstu
matematycznego 1 zapisywanie zaleznosci migdzy wielkosciami opisanymi w zadaniu. Tylko
potowa zdajacych nie miata trudno$ci z przeprowadzeniem poprawnej analizy warunkow
zadania 1 zbudowaniem modelu matematycznego do przedstawionej sytuacji. Najwigce]
btedow pojawito sig na etapie zapisywania uktadu rownan, zdajacy pisali np.

x+y=112
’ {x+3=y—12
albo
x+y=112
* {x+3+y—12:112

Roéwnie czgsto zdajacy zapisywali pierwsze réwnanie, a w drugim popetniali btad, nie
x-y=112
x+3-y-12=112
tych nawiasow nie uwzgledniali.

zapisujac nawiasoOw, np. { 1 w dalszej czgsci rozwiazania zadania nadal

Niestety, rowniez nie wszyscy zdajacy potrafili poprawnie rozwiazaé zapisany uklad réwnan,
popetniali btedy logiczne i rachunkowe.

Typowym biedem bylo odgadywanie liczby kilometrow przebytych kazdego dnia przez
turyste 1 brak uzasadnienia, ze jest to jedyne rozwiazanie. Za tak przedstawione rozwiazanie
zdajacy mogt otrzymac jedynie 1 punkt.

Zadanie 33. (4 pkt)

L
H 4 G
1 AR
1 L7 \
1 \
E [ \ F
v’ |
/,| \
7
/I 1 \
/, ! ‘\
Myr--__. \
- \
e TR SRy | @
D DR
, -
K
A B

Punkty K, L i M sa $rodkami krawedzi BC, GH 1 AE sze$cianu ABCDEFGH o krawedzi
dhugosci 1 (zobacz rysunek). Oblicz pole trojkata KLM.

Sprawdzane umieje¢tnosci
Wyznaczenie zwigzkow miarowych w sze$cianie (standard IV).

Wskaznik latwos$ci zadania Wskaznik latwosci zadania dla
dla ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,27 0,35 0,09 0,02 0,16 0,02

18




Przykladowy poprawny zapis rozwiazania

2
Trojkat ABK jest trojkatem prostokatnym, zatem |AK |2 = (%) +1. Stad |AK | =

_3
4
. . . 2 2 2 5 3
Trojkat MAK jest trojkatem prostokatnym, zatem |MK| :|MA| +|AK| = ZZE
Analogicznie dla trojkatow MEL 1 LGK obliczamy kwadraty dtugosci bokow L 1K
IML|" =|KL[ 3

Poniewaz |ML|2 = |KL|2 = ? , wiec trojkat KLM jest rownoboczny.

3
MK 3 SN3 g
LS g =2 7305,

Zatem jego pole wyraza si¢ wzorem P =

Przydzial punktow za takie rozwigzanie:
Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep .....ccccceeereeecsuecsnecnnnes 2 pkt

Obliczenie kwadratu diugosci odcinka AK : |AK |2 ==

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania...........eeeeeveeicivericssninssnninssnncssssressencssssnenes 3 pkt
e obliczenie kwadratow  dlugosci lub  dlugosci  bokéw  trojkata  KLM:

(

IML|" =|KL|" =|MK| == lub |ML|=|KL|=|MK|=

albo
e zauwazenie, ze trojkat KLM jest rtownoboczny i obliczenie kwadratu dtugosci jednego

z bokow tego trojkata, np. |MK |2 =—
ROZWIQZanie PeIne ........ucoueiinvuniinineiinsricnsiinnsnninsnnncssssicssssncssssncsssssssssssssssssssssosssssossssssses 4 pkt
: . 3
Obliczenie pola trojkata KLM : P = g\/g .

Komentarz

Zadanie okazato si¢ trudne dla ogétu zdajacych.

Zadanie sprawdzato umiejgtno$¢ wyznaczenia zwiazkéw miarowych w sze$cianie.

Zdajacy pokonal zasadnicze trudnosci, gdy obliczyt dlugo$¢ odcinka taczacego $rodki
krawedzi sze$cianu i zauwazyl, ze trojkat KLM jest rownoboczny.

Maturzysci rzadko podejmowali probg rozwiazania tego zadania, natomiast w wystgpujacych
rozwigzaniach bardzo czesto pojawialy si¢ bledy. Najczesciej zdajacy nie zauwazali, ze
trojkat KLM jest réwnoboczny. Obliczali tylko dtugos$¢ jednego boku trojkata i na tym
konczyli rozwiazanie lub obliczali dlugosci pozostatych bokéw, popetniajac biedy.

W niektérych rozwigzaniach mozna byto zauwazy¢ bardzo powazne btedy rzeczowe. Zdajacy
przyjmowali wysoko$¢ trojkata KLM jako wysokos¢ sze$cianu lub dlugos¢ odcinka taczacego
srodek krawedzi szescianu z jego wierzchotkiem jako potowg przekatnej kwadratu

1 zapisywali, np. |MH | =—

Zadanie rozwiazato bezbtednie tylko 18,7% zdajacych, natomiast az 68,2% nie podjeto proby
rozwiazania tego zadania badz za przedstawione rozwiazanie uzyskato 0 punktow.
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Arkusz I1

Omawiajac sposoby rozwiazania zadan otwartych, odwotujemy si¢ do rozwiazan
i schematow ich oceniania zawartych w Kryteria oceniania odpowiedzi, opublikowanych na
stronie internetowej CKE:
http://www.cke.edu.pl/images/stories/00002011 matura/kryteria/matematyka model PR.pdf

Zadanie 1. (4 pkt)
Uzasadnij, ze dla kazdej liczby catkowitej k liczba k® —2k* +k* jest podzielna przez 36.

Sprawdzane umiejetnosci
Wykorzystanie cech podzielnos$ci liczb catkowitych (standard I'V).

Wskaznik latwosci zadania dla ogotu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO LP T
0,30 0,33 0,04 0,11

Przykladowy poprawny zapis rozwigzania:

Przeksztatcamy wyrazenie k® —2k* + k> do postaci iloczynowe;:

Kk -2k + 1) =k (k1) =[(k-1)k(k+D ]

Wykazujemy, ze dla kazdej liczby catkowitej k liczba (k —1)k(k +1) jest podzielna przez 6.

Wsrod trzech kolejnych liczb catkowitych jest co najmniej jedna liczba parzysta i doktadnie
jedna liczba podzielna przez 3. Kwadrat iloczynu tych liczb jest podzielny przez 36. Zatem

liczba postaci k® —2k* + k> , gdzie k jest liczba catkowita, dzieli si¢ przez 36.

Przydzial punktow za takie rozwigzanie:
Rozwigzanie, w KtOrym jest POSTEP ...cccceeveeereeiseecseissnnsnenssencsensssesssecsssecssnssssesssassssessae 1 pkt

Zapisanie liczby n° = k® —2k* + k> w jednej z nastepujacych postaci iloczynowych:
K2 (K =1)" b [&(k>~1)] tub [k(k~1)(k+1)] lub & [(k~1)(k+1)]" lub (£ ).

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep .......cccecceeveecsuecccercnnene ..2 pkt
Wykazanie podzielnosci liczby n przez 2 albo przez 3.
Pokonanie zasadniczych trudnoS$ci Zadania .........oeeeneecseenenseecsenssenseecsecsenssecssesecssecsnees 3 pkt

Wykazanie podzielnosci liczby n przez 2 i przez 3 albo stwierdzenie, Ze iloczyn trzech
kolejnych liczb catkowitych jest podzielny przez 6.
ROZWIQZanie PeINe .......uuueeiuiiniiiniiiiiitiintinecctnntnnnenecnseesecssssssessesssssssessssssssesssse 4 pkt

Wyciagnigcie wniosku o podzielnosci liczby n® przez 36.

Komentarz

Zadanie okazato si¢ dla ogotu zdajacych trudne.

Prawie 49% maturzystow nie podjglo proby rozwiazania tego problemu badZz za jego
rozwiazanie otrzymato 0 punktéw. Potwierdza to fakt, ze zadania typu ,,wykaz” budza obawy
takze wsérdd zdajacych matematyke na poziomie rozszerzonym.

Uczniowie, ktorzy przystapili do rozwiazywania tego zadania, z reguty nie mieli problemu

z zapisaniem liczby k°—2k* +k*> jako iloczynu kolejnych trzech liczb calkowitych
[k(k—l)(k+1)]2 . Trudnosci pojawialy si¢ na etapie uzasadnienia, ze liczba k(k—1)(k+1)

jest podzielna przez 6.

Czgsto popetlianym przez zdajacych bledem byto dowodzenie prawdziwosci twierdzenia dla
kilku wybranych liczb parzystych, nastgpnie nieparzystych i wnioskowanie na tej podstawie
o prawdziwosci tezy dla wszystkich liczb catkowitych.

Tylko 21,4% zdajacych poprawnie uzasadnito tezg tego zadania.
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Zadanie 2. (4 pkt)

Uzasadnij, ze jezeli a# b, a#c,b#cia+b=2c,to + b =2.
a-c b-c
Sprawdzane umiejetnosci
Przeksztalcenie rownowazne wyrazenia wymiernego (standard V).
Wskaznik latwosci zadania dla ogotu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO LP T
0,67 0,71 0,22 0,43

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:
Przeksztatcamy tez¢ w sposob rownowazny.

+
a—-c b-c

a(b—c)+b(a—c)=2(a—c)(b—c),czyli ab—ac+ab—bc =2ab—2ac—2bc+2c” .
Stad otrzymujemy 2¢” —ac—bc =0, czyli ¢(2c—a—b)=0.

Mnozymy obie strony réwnosci =2 przez (a—c)(b—c), otrzymujac:

Ta ostatnia réwnos$¢ jest prawdziwa, bo z zalozenia 2c—a—b=0. Zatem teza tez jest
prawdziwa.

Przydzial punktow za takie rozwigzanie:
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielKi c....coueeveecvueinernsuinieensensseccsenssnensecsseecnne 1 pkt

Sprowadzenie lewej strony rownosci do wspdlnego mianownika: =2.
(a - c) (b - c)

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ....ccccccceeveercscueccsnneens .2 pkt

. L b .
Przeksztatcenie réwnosci + = 2 do postaci

a—-c b-c
a(b—c)+b(a—c) = 2(a—c)(b—c).
Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania..........c.eeeevveicivnicssnicssenisssnnesssnncsssncssssncsnns 3 pkt
Wykonanie dziatan i doprowadzenie réwnosci do postaci np.: 2¢> —ac—bc=0.
ROZWIQZanie PeINe .......uuueeeuiiieiitinitiitiiitinnecctintinnnnneinseenscsessessessssssssssssssssessse 4 pkt
Uzasadnienie, ze c¢(2c—a—b)=0 i wnioskowanie o prawdziwosci réwnosci
? 4 b =2.

a-c b-c
Komentarz

Zadanie okazato si¢ dla ogétu zdajacych umiarkowanie trudne.
Niezaleznie od zastosowanej metody zadanie wymagato umiejetnosci wykorzystania zatozen
do przeksztalcenia wyrazenia wymiernego. Prawie 13 % zdajacych nie podjeto proby
rozwigzania tego zadania albo nie uzyskato w nim zadnego postgpu, co zazwyczaj oznaczato,
ze nie potrafili oni sprowadzi¢ lewej strony rownosci do wspolnego mianownika. Natomiast
50,8 % zdajacych przeprowadzito poprawne rozumowanie, uzyskujac maksymalna ilo$¢
punktow za przedstawione rozwiazanie.
Zdajacy najcze$ciej stosowali I 1 II sposdb rozwiazania zaprezentowany w Kryteriach
oceniania odpowiedzi, opublikowanych na stronie internetowej CKE. Sporadycznie pojawiaty
si¢ rozwiazania, w ktorych zdajacy zauwazali, ze liczby a,c, btworza ciag arytmetyczny.
Pojawity si¢ tez rozwiazania, w ktorych zdajacy wykazywali prawdziwos¢ tezy dla ¢=0,
b a+b

a-c b-c c
Zaskoczeniem byl fakt, ze do najczesciej popetianych biedow nalezaly te zwiazane
z elementarnymi umiej¢tnosciami (ksztatconymi juz na poziomie podstawowym), np.:

e niepoprawne przeksztatcania lewej strony réwnosci — sprowadzenie do wspolnego

mianownika, np.

a nastepnie wykazywali, ze dla ¢ # 0 spetniona jest rownos¢
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a b a+b a b a a b b 2-a-b
+ = albo —+—=———4———="——
a—-c b-c (a—c)(b—c) a-c¢ b-c a ¢ b c c

b 1 1 2

+ —_—— e —
a-c b-c c c c

Zdajacy, ktorzy pokonali zasadnicze trudnos$ci zadania i doprowadzili réwno$¢ do postaci
2c* —ac—bc=0, czesto popetiali  blad, dzielac obie  strony  rownosci
przez c, bez zalozenia, co skutkowato otrzymaniem 3 punktéw z 4 mozliwe do uzyskania za
rozwigzanie tego zadania.

e niepoprawne skracanie utamkow, np.

Zadanie 3. (6 pkt)
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych rownanie

x> —4mx—m’ +6m> +m—2=0 ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste x,, x, takie, Ze
(x, —x,)” <8(m+1).

Sprawdzane umieje¢tnosci
Rozwiazanie rownania kwadratowego z parametrem z zastosowaniem wzoréw Viete’a,
przeprowadzenie dyskusji i wyciagnigcie wnioskow (standard 1V).

Wskaznik latwosci zadania dla ogoétu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO LP T
0,51 0,56 0,05 0,22

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:
Zapisujemy warunki, jakie musza by¢ spelnione, aby rownanie
x* —4mx—m’ +6m> +m—2=0 posiadalo dwa rézne pierwiastki rzeczywiste x,,x, takie,

ze (x,—x,)> <8(m+1):

A>0
(x1 - X, )2 < 8(m + 1)
Rozwiazujemy nierownos$¢ A > 0.
16m* —4(-=m’ +6m* + m—2) >0
m’—=2m* —m+2>0
(m+1)(m—1)(m—2) >0.
Zatem m € (—1,1)U(2,+).
Rozwiazujemy nieréwno$¢ (x, —x,)” < 8(m+1), korzystajac ze wzorow Viéte’a.
X, —2x%, + X <8m+8
(x, +x, )2 —4x,x, <8m+8. Poniewaz x, +x, =4m oraz x,-x, =-m’ +6m’ +m—2, wiec
(4m)’ —4(—m’ +6m> +m—2)<8m+38.
Przeksztatcamy te nieréwno$¢ do postaci 4m’ —8m”* —12m < 0
stad 4m(m—3)(m+1)<0.
Rozwiazaniem nierdwnosci jest
m € (—o0,-1)U(0,3).
Wyznaczamy czg$¢ wspolna otrzymanych zbioréw rozwiazan nierdéwnosci:
A>0 i (x,—x,)" <8(m+1).
Stad m € (0,1)u(2,3) .

Przydzial punktow za takie rozwigzanie:
Pierwszy etap rozwiazania polegal na rozwiazaniu nierownosci A >0: me(-1,1)U(2,+x).
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Za poprawne rozwiazanie tego etapu zdajacy otrzymywat 1 punkt.

Drugi etap polegal na rozwiazaniu nieréwnosci (x, —x,)’ < 8(m+1). Za tg czg$¢ rozwiazania
zdajacy otrzymywat 4 punkty.

Trzeci etap polegal na wyznaczeniu czgsci wspdlnej rozwigzan nierdwnosci z etapu
pierwszego 1 drugiego: m € (0,1)u(2,3) . Za poprawne rozwiazanie trzeciego etapu zdajacy

otrzymywat 1 punkt, gdy co najmniej jedna nierownos¢ (albo z etapu I, albo z etapu II) byta
rozwiazana poprawnie.

Podziat punktow za drugi etap rozwigzania:

¢ 1 punkt zdajacy otrzymywat za zapisanie wyrazenia (x1 - X, )2 W postaci

(x, +x, )2 —4x,x, lub e

e 3 punkty zdajacy otrzymywat za zapisanie nieréwnosci (x, —x,)’ < 8(m+1)
W postaci nierownosci trzeciego stopnia z jedna niewiadoma m, np.
4m’ —8m* —12m < 0.

e 4 punkty zdajacy otrzymywat za rozwiazanie nieréwnosci trzeciego stopnia:
m € (—0,-1)U(0,3).

Komentarz

Zadanie okazato si¢ dla ogétu zdajacych umiarkowanie trudne.

Jego celem bylo sprawdzenie, czy maturzysta potrafi zaplanowac i zbadaé, kiedy rownanie
kwadratowe z parametrem ma pierwiastki spelniajace okreslone warunki. W schemacie
oceniania tego zadania opisano dwie metody rozwiazania, rdzniace si¢ sposobem
rozwiazywania nieréwnosci (x,—x,)’ <8(m+1). Zazwyczaj zdajacy przeksztatcali tg
nierowno$¢, wykorzystujac wzory Viete’a, ale pojawialy si¢ takze rozwiazania, w ktérych
zdajacy wyznaczali pierwiastki x, ,x,, a nastgpnie kwadrat ich r6znicy

2
(x,—x, )2 = (—2\/ m =2m* —m+2 ) i zapisywali odpowiednia nierdéwnosé.

Tylko 26,1 % zdajacych rozwiazato to zadanie bezbtednie, a 29,4% zadajacych nie
przystapito do rozwiazania tego zadania, badZz nie potrafilo dokona¢ w jego rozwiazaniu
zadnego postepu.

Mimo iz ten rodzaj zadah pojawial si¢ juz w arkuszach egzaminacyjnych, niektoérzy zdajacy
nie pamigtali o sprawdzeniu warunku, kiedy rownanie kwadratowe ma dwa rozne
rozwigzania. Wielu zdajacych nie potrafito rozwiaza¢ nieréwnosci A >0, czyli réwnania
wielomianowego trzeciego stopnia.

Jednak najwigcej bledow maturzysci popehili podczas doprowadzenia nieréwnosci

(x, —x,)* <8(m+1) do postaci nieréwnosci z jedna niewiadoma m. Niektorzy zdajacy:
e nie potrafili zastosowaé¢ wzorow skroconego mnozenia, przeksztalcajac wyrazenie
2 2 2 2 2
(xl —xz) , np. ()cl —xz) =X, —2xx,+Xx, = ()cl +x2) —2x,x,
. . , . 4m
e popemiali bledy podczas stosowania wzoréw Viete’a, np. x, +x,=——
—m’ +6m” +m—2
2

e niepoprawnie rozwiazywali nierowno$¢ 4m’ —8m* —12m <0, np.

4m(m® -2m-3)<0

4m<0im’-2m-3<0

me (—l, 0)

1x-x,=
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e popetniali bledy nieuwagi, np. x, +x, =4 1 btedy rachunkowe, np.

_ 4m—2\/m3 —2m* —m+2 4m+2\/m3 —2m* —m+2 _
= > > =
Zaskakiwaly btedy zwigzane z wyznaczeniem czegs$ci wspolnej rozwigzan nieréwnosci z etapu
pierwszego i drugiego, np.: m € (—1,1)U(2,40) i m e(—0,-1)U(0,3), czyli m(2,3).

dm

X =X,

Zadanie 4. (4 pkt)
Rozwiaz rownanie 2sin’ x —2sin” xcosx = 1—cosx w przedziale <O, 27z> .

Sprawdzane umiejetnosci
Rozwigzanie réwnania trygonometrycznego (standard IV).

Wskaznik latwosci zadania dla ogo6tu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO LP T
0,42 0,47 0,00 0,17

Przykladowy poprawny zapis rozwigzania:
Wytaczamy przed nawias 2sin’ x:

2sin” x(1 - cosx)=1-cosx

1 zapisujemy roOwnanie w postaci iloczynowe;j:
2sin® x(1—cosx)—(I—cosx)=0,

(2sin® x—=1)1-cosx)=0.

Zatem 2sin’x—1=0 lub 1—cosx=0.

Stad otrzymujemy:
sinx =——— sinx——2 =1
> 5 COS X =
5 7 1 3
x=—mx lubx=—nx lub x=—mx lubx=—nx lub x=0lub x=2x
4 4 4 4

Zatem rozwiazaniami rownania 2sin” x —2sin” x cosx =1 —cosx sa:

x=0 lub leﬂ' lub )C:iﬂ' lub x:éﬂ lub x:zﬂ lub x=2x.
4 4 4 4

Przydzial punktow za takie rozwigzanie

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
roZwigzania ZaAdania ........eeceeeccnseeccsssncssssnesssnessssnessssecssssssssnses ..1 pkt
Zapisanie rOwnania w postaci, np.

2sin? x(1 - cosx)=1-cosx lub 2sin’® x(1—cosx)—(1—-cosx)=0,

lub (2sin2 x—l)—cosx(2sin2 x—l) =0.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep .......ccceeeeveeccucccnecnnes 2 pkt
Zapisanie rOwnania w postaci alternatywy:

. sinzx:% lub cosx =1

e sinx= ——2 lub sin x :Q’ lub cosx =1
2 2
e cos2x=0 lub cosx=1
Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania..........ceeceeveicsvenicssnisssnncsssnnessnncsssencsssssssnns 3 pkt
Rozwiazanie jednego z otrzymanych rownan.
ROZWIQZanie PeINe ......uuueeeuiinniiiiitiiiintinteciintnnnenecseenecssssssessesssssssessssssssessse 4 pkt

Zapisanie wszystkich rozwiazan réwnania 2sin’ x —2sin’ xcosx =1—cosx w podanym
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przedziale: x=0, leﬂ', x=§7r, x:éﬂ, x=Z7Z', x=2r.
4 4 4 4

Komentarz

Zadanie okazato si¢ dla zdajacych trudne.

Mimo iz ten typ zadania pojawial si¢ juz w arkuszach egzaminacyjnych, tylko 25 %
zdajacych rozwiazato to zadanie bezblednie i az 38,2% zadajacych nie przystapito do
rozwiazania tego zadania, badz nie potrafito dokona¢ w jego rozwiazaniu zadnego postepu.

Zdajacy na ogdl przeksztatcali rownanie 2sin’ x—2sin’ xcosx=1-cosx do postaci
iloczynowej: (2 sin” x — IXI —cosx)=0 lub (2 cos’ x — IXcos x—1)=0, a nastepnie
rozwiazywali elementarne rdéwnania trygonometryczne. W wielu wypadkach trudnos¢

sprawiato zdajacym rozwiazanie tych rownan i zapisanie ich rozwiazan we wskazanym
przedziale.

Najczgsciej popetniane bledy przez zdajacych w rozwiazaniach tego zadania to:
o dziclenie obu stron réwnania 2sin’ x(1-cosx)=1-cosx przez 1-cosxbez

odpowiedniego zatozenia i rozwiazanie tylko rownania 2sin’ x—1=0 albo réwnania
2cos’x—1=0,
e nieuwzglednianie wszystkich rozwiazan réwnania 2sin’ x—1=0 albo 2cos’x—1=0

1 ograniczanie si¢ do zapisywania np. tylko rozwiazan roéwnania s1nx:7 albo
CoSx =—o,

. . . : 1
e podawanie rozwigzan w postaci ogélnej, np. x=—rz+2kx, x=2kr,

¢ bledy rachunkowe zwiazane z przeksztalcaniem i rozwigzaniem réwnania
trzeciego stopnia z niewiadoma cos x.

Zadanie 5. (4 pkt)

O ciagu (x,) dla n>1 wiadomo, ze:

a) ciag (an) okreslony wzorem a, =3" dla n>1 jest geometryczny o ilorazie g =27.
b) x, +x, +...+x,=145.

Oblicz x, .

Sprawdzane umieje¢tnosci
Zastosowanie wlasnosci ciagu geometrycznego, wzorow na n-ty wyraz tego ciagu i na sume 7
wyrazow ciggu arytmetycznego (standard IV).

Wskaznik latwosci zadania dla ogoétu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO LP T
0,42 0,45 0,14 0,21
Przykladowy poprawny zapis rozwigzania:
- . R _
Z whasnosci ciagu geometrycznego zapisujemy rownosc: g = Dn Fry =35
a n

n

Zatem 27 =3"""_Stad x,,, —x, =3 dlan>1.

Zauwazamy, ze jesli dla dowolnej liczby naturalnej n: x

L —X, =3, to ciag (x,)jest
arytmetyczny o réznicy » =3.

Z wlasno$ci ciggu arytmetycznego zapisujemy uktad rownan
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{xl +(xl +r)+...+()c1 +9r):145
r=3

10x, +45r =145

V=

Doprowadzamy uktad do postaci: { 1 podstawiamy r =3 do pierwszego

réwnania. Otrzymujemy rownanie z jedng niewiadoma: 10x, +135=145. Stad x, =1.

Przydzial punktow za takie rozwigzanie:
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rOZWigzania ZAdAnia .....ceeeevveecssneecssnnenssnnessneessssnessssnessssscssssees ...l pkt
Wykorzystanie wiasnosci ciagu geometrycznego i zapisanie odpowiedniego réwnania, np.

27 =350

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep .....ccccceeveeevueecercsuersnnenns ....2 pkt
Zapisanie zaleznosci migdzy dwoma kolejnymi wyrazami ciagu (xn): X, —X, =

n+ n

(wystarczy zapis, np. x, —x, =3).

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania..........ceeceeveicivnricisnicssenesssnressencssencssnnsssnns 3 pkt
Zapisanie uktadu réwnan
2x,+9r
{xl +(x, +7) ot (x, +97) =145 b 12 10= 145, y {10x1 +45r =145 ,
r=3 r=3
r=3

lub réwnania x, +(x, +3)+...+(x, +27) =145 iprzeksztalcenie do réwnania w postaci,

np.: 10x, +135=145.

ROZWIQZanie PeINe .......uocueieuiiiiiiiiitiitiiitinecitinennnennecssecnessssssessesssessssssssssssessse 4 pkt
Obliczenie x,: x, =1.

Komentarz

Zadanie okazato si¢ dla zdajacych trudne.

Aby go rozwiazaé, nalezalo dokona¢ uwaznej analizy informacji o obu ciagach i dobraé
odpowiednia strategi¢ rozwiazania. Niestety, prawie 50,3% zdajacych nie potrafito dokona¢
zadnego postepu na drodze do rozwiagzania zadania, mimo iz wystarczato zastosowac
wiadomos$ci 1 umiejgtnosci z zakresu podstawowego. Mozliwe, ze sposdb zapisania ciagu
(a,) za pomoca ciagu (x,) spowodowal, ze wielu zdajacych nie poradzito sobie

z rozwigzaniem problemu. Ponadto zdajacy bardzo czgsto popehiali btedy rachunkowe lub
niepoprawnie przeksztalcali wyrazenia algebraiczne.
Jednoczesnie warto zauwazy¢, ze az 35% maturzystow rozwigzalo to zadanie bezblednie.

Zadanie 6. (4 pkt)
Podstawa AB trojkata rownoramiennego ABC ma dlugos¢ 8 oraz |D BAC|=30°. Oblicz

dtugos¢ srodkowej AD tego trojkata.

Sprawdzane umiejetnosci
Znalezienie zwiazkow miarowych w figurach plaskich z zastosowaniem trygonometrii
(standard I'V).

Wskaznik latwosci zadania dla ogétu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO LP T
0,57 0,61 0,14 0,32
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Przykladowy poprawny zapis rozwiazania
C

N 30° .

A
E
Z tresci zadania wynika, ze |BD| = %|BC| i |D ABC| =30° oraz |BE| =4.

Z trojkata prostokatnego BEC otrzymujemy: cos30° = _||§C|| .
4 3 8 . 4
Z —=— BC|=—1 |BD|=—.
atem |BC| 5 Stqd| C| \/g 1 | | \/§

Obliczamy |AD
|AD|" =|AB|" +|BD| —2|4B|"|BD|-cos[1 ABD,

2

|4D|" =8 +(%j —2-8-%-?,

4D} =64+ 20 35107
3 3

Stad |4D| = 4@ = gﬁ.

, stosujac twierdzenie cosinusow dla trojkata ABD.

Przydzial punktow za takie rozwigzanie:
Schemat oceniania I sposobu rozwigzania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

FOZWIigZaNia ZAAANIA c.uueeenuveeiiineeiiinenisnennseecsssnecsssnecsssnessssnesssssessssssssssssssssasssssasssssasssssassssas 1 pkt
Wprowadzenie oznaczen i obliczenie dlugosci odcinka BC lub CE:
8 4
BC|=— lub |CE|=—F.
8] = ub |-
Rozwiazanie, w ktorym jest istotny poStep ....cceeeeeercuercrcneccsnnecne 2 pkt

. : o 4

Obliczenie dlugos$ci odcinka BD: |BD| = ﬁ

Pokonanie zasadniczych trudnosSci zadania.........eeeeceeeneecnensecnsnenseensnenseccsneeseesssenns 3 pkt
Zapisanie twierdzenia cosinuséw dla trojkata ABD:

2
|4D|" =8’ J{ij 2.8~ cos30°

V3 V3

ROZWIQZaNie PEINe ......uuueinniiiiniiitiiitiiinttinttecnttecatecneecneessssessssseessssnssssssessssssssssscsses 4 pkt

Wyznaczenie dtugosci srodkowej AD: |AD| =—.

Komentarz

Zadanie okazato si¢ dla zdajacych umiarkowanie trudne.

Maturzys$ci, w wigkszosci, niezle poradzili sobie z ustaleniem zalezno$ci migdzy podanymi
w zadaniu informacjami. Wykazali si¢ przy tym umiejgtnoscia zaplanowania kolejno$ci
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wykonywanych obliczen oraz prawidlowym dobieraniem twierdzen z zakresu geometrii,
ktére byty potrzebne do rozwiazania problemu. Zasadnicze trudno$ci zadania pokonato 52%
zadajacych, z tego 35,4% rozwiazalo zadanie bezbtednie.

Zaskakiwaly bledy zwiazane z nieznajomoscia pojgcia Srodkowej trojkata. Czgs¢ zdajacych
uwazala, ze jest to dwusieczna kata BAC , inni, ze wysoko$¢ poprowadzona do ramienia BC'.
Byli tez 1 tacy, ktérzy pod pojeciem S$rodkowej trojkata rozumieli odcinek faczacy
wierzchotek A trojkata z punktem D — $rodkiem cigzkosci trojkata ABC .

Wsréd btedéw, ktore popetniali zdajacy, przewazaty jednak bledy rachunkowe popetniane
w trakcie obliczen (dziatania na utamkach zwyktych, dzialania na liczbach niewymiernych,
pierwiastkowanie wyrazen algebraicznych).

Zadanie 7. (4 pkt)
Oblicz miare kata miedzy stycznymi do okregu x> + y> +2x—2y—3 =0 poprowadzonymi
przez punkt 4 =(2,0).

Sprawdzane umiejetnosci
Rozwiazanie zadania dotyczacego wzajemnego polozenia prostej i okregu (standard V).

Wskaznik latwosci zadania dla ogolu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO LP T
0,40 0,43 0,06 0,20

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:

Stwierdzamy, ze prosta o roéwnaniu x=2 nie jest styczna do okregu
x>+ > +2x-2y-3=0 (odlegtosé¢ srodka okregu od tej prostej jest wieksza od promienia).
Zapisujemy rownanie kierunkowe prostej przechodzacej przez punkt 4 =(2,0):
y=a(x-2) lub y=ax—2a w zaleznoici od parametru a (gdzie a jest wspdtczynnikiem
kierunkowym prostej stycznej).
497 +2x-2y-3=0

Zapisujemy uktad réwnan vy ey i doprowadzamy do rdéwnania

y=ax—2a
kwadratowego z niewiadoma x, np. x” + (ax — 2a)2 +2x-2 (ax — 2a) -3=0
Prosta y=ax—2a jest styczna do okregu wtedy, gdy uklad ten ma doktadnie jedno
rozwiazanie, czyli gdy rownanie kwadratowe x”+(ax— 2a)2 +2x-2(ax—2a)-3=0 ma

doktadnie jedno rozwiazanie. Przeksztalcamy rownanie
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xP+a’x’ —4a’x+4a* +2x-2ax+4a-3=0,
xz(1+az)+x(—4a2 —2a+2)+4a2 +4a-3=0.
Zapisujemy warunek na to, aby réwnanie x’ (1+c12)+x(—4a2 —2a +2)+4a2 +4a-3=0
miato jedno rozwiazanie: A=0.
Zatem (—4a2 —2a+2)2 —4-(1+az)-(4a2 +4a—3)=0.
4(2a* +a-1) —4-(1+a*)-(4a* +4a-3)=0
Stad 2a° +3a-2=0.
Rozwiazujemy réwnanie 2a” +3a-2=0:

A=25

1
a,=-2 lub a, =7

Z tego, ze a,, a, oznaczaja wspotczynniki kierunkowe prostych stycznych 1 a,-a, =-1

wynika, Ze styczne sa do siebie prostopadte. Stad miara kata migdzy stycznymi jest rowna
90°.

Przydzial punktow za takie rozwigzanie

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POStEP ....cccccevverrveeisecssnrcserssnensnesssecsnssssesssecsssesnne 1 pkt
Zapisanie rownania kierunkowego prostej przechodzacej przez punkt 4 =(2,0) w postaci,
np.:

y= a(x—2) lub y=ax-2a,lub ax—y—-2a=0.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ...........ieeienveiicninssinnseinneinsnnnissssnesssessnsens 2 pkt
2 2
.. +y +2x-2y-3=0 . . .
Zapisanie uktadu rownan {x Y 5 ey i doprowadzeniec do rownania
y=ax-2a

kwadratowego z niewiadoma x, gdzie a jest parametrem, np.
¥ (1+a*)+x(—4a> - 2a+2)+4a” +4a-3=0.

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .........cieviinveiisnicsseicsecssnccsenssncennnns 3 pkt

ROZWIgzZanie Pelne ........iiiniiiniiiiniiiinniicnieicnnnicsnneninnisssnessssesssnessssnsssssssssssssssssssnns 4 pkt

Obliczenie wartosci parametru a, dla ktorych rownanie ma jedno rozwiazanie i zapisanie, ze
dla tych wartosci a proste styczne sa prostopadte.

Komentarz

Zadanie okazato si¢ dla zdajacych trudne.

Prawie 47% zadajacych nie potrafilo dobra¢ odpowiedniej strategii rozwigzania postawionego
w zadaniu problemu. Zadania z geometrii analitycznej, w szczego6lnosci zwiazane z pojgciem
stycznej do okregu, okazaty sig¢ dla tegorocznych maturzystow szczegolnie trudne, zarowno
na poziomie podstawowym, jak i rozszerzonym. Zdajacy nie potrafili zapisa¢ réwnania
kierunkowego prostej przechodzacej przez dany punkt, blednie wyznaczali wspohrzedne
srodka okregu i jego promien, niepoprawnie stosowali wzor na odleglo$¢ punktu od proste;.
Pojawiaty sig tez liczne btedy rachunkowe 1 niepoprawne przeksztatcenia algebraiczne.
Niektorzy zdajacy rozstrzygali problem, wykonujac poprawny rysunek w uktadzie
wspotrzednych 1 na tej podstawie stwierdzajac, ze styczne sa prostopadte. W przypadku
takich rozwiazan zazwyczaj brakowato uzasadnienia stwierdzonego faktu. Warto podkreslic,
ze uczniowie, ktérzy poprawnie rozwiazali problem (31,3%), stosowali rézne metody
rozwigzania i skutecznie operowali wiedza 1 umiejetnosciami z zakresu geometrii analitycznej
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Zadanie 8. (4 pkt)

Wsréd wszystkich graniastostupow prawidlowych szesciokatnych, w ktorych suma dlugosci
wszystkich krawedzi jest rowna 24, jest taki, ktory ma najwigksze pole powierzchni boczne;.
Oblicz dlugos¢ krawedzi podstawy tego graniastostupa.

Sprawdzane umiejetnosci
Znalezienie zwiazkoéw miarowych w graniastostupie, wyznaczenie najwigkszej wartosci
funkcji (standard III).

Wskaznik latwosci zadania dla ogotu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO LP T
0,55 0,59 0,19 0,30

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:

Wprowadzamy oznaczenia: a — dlugo$¢ krawedzi podstawy graniastostupa, & — dlugosé
krawedzi bocznej graniastostupa.

Suma dlugosci wszystkich krawedzi graniastostupa prawidlowego sze$ciokatnego jest rowna
24, mamy zatem 12a+6h =24.

Wyznaczamy h: h=4-2a.

Pole P powierzchni bocznej jest towne P = 6ah dla a € (0,2) oraz h < (0,4).

Aby wyznaczy¢ dhugos¢ krawedzi podstawy graniastostupa, ktorego pole powierzchni
bocznej jest najwigksze, zapisujemy funkcje¢ P w zalezno$ci od zmiennej a
P(a)=6a(4-2a), P(a)=-12a’+24a.

Pole P ma najwigksza warto$¢, gdy a =1.

Przydzial punktow za takie rozwigzanie:
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZAMA cecuverierrrnecssnnessssnessssnessssesssssesssssosssssosssssosssssssssssssssssossssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 1 pkt

Wprowadzenie oznaczen i zapisanie, ze 12a+6h=24.
Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ........cceeceeveeccuccsnecennes 2 pkt

Zapisanie pola P powierzchni bocznej graniastostupa oraz wyznaczenie a lub & w zalezno$ci
od jednej zmiennej, np.:

P =6ahoraz a=2—g lub h=4-2a.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania............ceieveenveicninssninsinssennsecssencsnnessssessnens 3 pkt
Zapisanie pola powierzchni bocznej w zaleznosci od jednej zmiennej:

P(a)=6a(4-2a) Iub P(h)=6h(2—gj.

ROZWIgZanie PeINe ........ooiiiviiiiniiiiniiiiisiicnsnnicnsnnicssnisssnncssssnessssessssnesssssssssssssssssssssssssnns 4 pkt

Obliczenie dtugos¢ krawedzi podstawy graniastostupa, ktérego pole powierzchni bocznej jest
najwigksze: a =1.

Komentarz
Zadanie okazato si¢ dla zdajacych umiarkowanie trudne.
Ponad potowa zdajacych pokonata zasadnicze trudnosci tego zadania i potrafita dostrzec, ze
rozwigzanie zadania wiaze si¢ z problemem optymalizacji funkcji kwadratowej. Bezbtednie
rozwiazalo ten problem ponad 39,4% maturzystow.
Podczas rozwiazywania zadania zdajacy popetniali réznorodne btedy, np.;

e niepoprawnie interpretowali bryl¢ — pojawiaty si¢ rozwiazania problemu np. dla

graniastostupa prawidtowego czworokatnego,
e 7Zle zliczali krawgdzie graniastostupa prawidtowego szesciokatnego,
e niepoprawnie zapisywali wzor na powierzchnig boczng graniastostupa.
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Az 23,8% zdajacych nie podjglo proby rozwiazania tego zadania lub za rozwiazanie uzyskato
0 punktow.

Zadanie 9. (4 pkt)
Oblicz, ile jest liczb o$miocyfrowych, w zapisie ktorych nie wystepuje zero, natomiast
wystepuja dwie dwojki 1 wystepuja trzy trojki.

Sprawdzane umiejetnosci
Wykorzystanie wzoréw na liczbe permutacji, kombinacji i wariacji do zliczania obiektow
w sytuacjach kombinatorycznych (standard I'V).

Wskaznik latwoSci zadania dla ogolu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO LP T
0,17 0,18 0,06 0,07

Przykladowy poprawny zapis rozwigzania:

Wybieramy miejsce dla dwojek. Jest @j =28 takich miejsc.

Wybieramy miejsce dla trojek. Jest (i] =20 takich miejsc.

Na pozostatych trzech miejscach moga wystapié cyfry: 1, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Jest 7’ ciagoéw

trojelementowych ze zbioru siedmioelementowego.
Zatem jest 28-20-7° =192080 liczb spehiajacych warunki zadania.

Przydzial punktow za takie rozwigzanie
Rozwigzanie, w ktéorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
TOZWIAZAMIA cuveeireiineisneissencssenssnecssnisssesssnssssssssnssssssssessssssssessssssssassssssssassssesssassssssssassssssssases 1 pkt

Obliczenie liczby miejsc, na ktoérych moga znajdowac¢ si¢ dwdjki albo obliczenie liczby
miejsc, na ktorych moga znajdowac¢ si¢ trojki, albo obliczenie na ile sposobow mozna
zapehic trzy pozostate miejsca.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania..........c.eeeevceeiciveicssnicssneicssnnecsssescssssecsssnecsans 3 pkt

Obliczenie obu wielkos$ci: liczby miejsc, na ktorych moga znajdowac¢ si¢ dwojki 1 liczby
miejsc, na ktorych moga znajdowac sig trojki.

ROZWIaZanie PeINe .......uiiiniiiiniiiiitiiitincnttenneennnenneesntiesssseessssesssssessssssssssssssssssssnes 4 pkt

Obliczenie liczby ciagow na pozostalych miejscach, skorzystanie z reguly mnozenia
1 obliczenie, ze jest 192080 szukanych liczb.

Komentarz

Zadanie okazato si¢ dla zdajacych bardzo trudne.

Az 57,9% zdajacych nie podjglo proby rozwiazania tego zadania lub za rozwiazanie uzyskato
0 punktéw. Oznacza to, ze nie potrafili oni dobra¢ odpowiedniej strategii rozwiazania tego
problemu kombinatorycznego. Najczesciej zdajacy popetniali biedy podczas obliczania liczby
miejsc, na ktorych mogly znajdowad si¢ dwojki lub trojki lub nie uwzgledniali zatozen
zadania — liczba o$miocyfrowa, w zapisie ktorej nie wystgpuje zero. Stad rozwiazania:

8 8) (6
(2)73-3! albo (2)[3)83 albo 8-7-6-5-4-7°. Pojawialy sie takze btedy rachunkowe,

8
a niektorzy zdajacy nie umieli zastosowac reguty mnozenia i1 zapisywali (2j . (J AN

Tylko 6,2% zdajacych bezbtednie rozwigzato przedstawiony w zadaniu problem.
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Zadanie 10. (3 pkt)

Dany jest czworokat wypukly ABCD niebgdacy réwnoleglobokiem. Punkty M, N sa
odpowiednio §rodkami bokéw AB i CD. Punkty P, O sa odpowiednio $rodkami przekatnych
AC 1 BD. Uzasadnij, ze MQO[IPN .

Sprawdzane umiejetnosci
Znalezienie zwiazkow miarowych w figurach plaskich (standard V).

Wskaznik latwosci zadania dla ogoétu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO LP T
0,15 0,17 0,06 0,05
Przykladowy poprawny zapis rozwigzania:
N c
e
O
A4
M
B

Poniewaz punkty N i P sa srodkami bokéw DC 1 AC trojkata ADC, wigc NPLIAD .
Punkty M 1 Q sa $rodkami bokoéw 4B i DB trojkata ABD, wigc MQUAD.
Zatem NP[IMOQ.

Przydzial punktow za takie rozwigzanie:
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

FOZWIQZAMA ceecurereerserecssanecssnnecsssnessssnesssssessssnesssssessssssssssssssssesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 1 pkt
Zapisanie, ze: NPUAD lub MQUAD.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania............ceieveeiveicninsseinsinssennsecssencsnsesssnesseens 2 pkt
Zapisanie 1 uzasadnienie, ze NPUAD oraz MQIAD.

ROZWIgzZanie Pelne ........oiiioiiiiiiiinniiinnnicnnticnnticsnnicsnnesssnesssnessssnessssnssssssssssssssssssssnns 3 pkt
Zapisanie wniosku, ze NPLIMQ.

Komentarz

Zadanie okazato si¢ dla zdajacych bardzo trudne i bylo najtrudniejszym w tym zestawie
egzaminacyjnym.

Badato umiejgtnos$¢ przeprowadzenia rozumowania opartego na znajomos$ci zwiazkow
miarowych w figurach ptaskich. Do jego rozwiazania wystarczyta znajomos¢ podstawowych
twierdzen z planimetrii. Tylko 14,2% zdajacych, wykorzystujac informacje o odcinku
taczacym $rodki bokéw w trojkacie, potrafito uzasadnié, ze odpowiednie odcinki sa
réwnolegle. Natomiast az 84% maturzystéw nie podjgto proby rozwiazania tego zadania lub
za rozwiazanie uzyskato 0 punktow.

Zadanie 11. (6 pkt)
Dany jest ostrostup prawidlowy czworokatny ABCDS o podstawie ABCD. W trdjkacie
rownoramiennym ASC stosunek dhugosci podstawy do dlugosci ramienia jest réwny

|AC| : |AS | =6:5. Oblicz sinus kata nachylenia §ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy.

Sprawdzane umiejetnosci
Znalezienie zwigzkow miarowych w ostrostupie (standard V).
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Wskaznik latwosci zadania dla ogotu Wskaznik latwosci zadania

zdajacych LO LP T

0,62 0,66 0,25 0,43

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:

y
. . 1
Wprowadzamy oznaczenia: « :||] HMS|, |AC | =6x, |4AS | =5x. Poniewaz |AH | =§|AC|
stad |AH| =3x.
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata CHS otrzymujemy:

1] = lesf —Jref = f{sx) ~(32)" = V2557 -0x7 = 4x.
— |4C]|
Poniewaz |BC| =L 1 stad |BC| =

NG

ﬁ
Nk
Zatem |CM|=%|BC|:1 bx _ 3x

FRNZIN
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata MCS otrzymujemy |SM |2 = |CS |2 — |CM |2 .

SH| _ 4x 42482
|SM| E.x Jar o 41
2

SM| =

Zatem sina =

Przydzial punktow za takie rozwigzanie
Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania Zadania ..., ....1 pkt

Wyznaczenie |AH |=3x 1 |SH |=4x przy przyjetych oznaczeniach, np.: a=|D HMS
|4C|=6x, |4S|=|CS|=5x.

5

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POStEP ....cccccevverrveeisecsseicserssnessensssecsnesssnsssecsssessnne 3 pkt
€] _ 6x

V2 2

Wyznaczenie dtugosci BC: |BC| = lub |BC| =3xv2 i wyznaczenie dtugosci CM:

33




oM =32 1 o] < 35

2 V2
Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania .........ceeceeveicivnicssninssencsssnncssnncssencsssesesnns 4 pkt
Wyznaczenie dtugosci SM: |SM | =%-x lub |SM | :@-x

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekres$laja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .........ceueineeiseeisercsneiseccsnecsnecnnees S pkt

ROZWIgzanie Pelne ......iiiniiiiiiiiitiiniiiinnninennnenecnsisnesssssissesssssssessssssssesssne 6 pkt

4482

Wyznaczenie sinusa kata nachylenia $ciany bocznej do plaszczyzny podstawy: sina = RTRE

Komentarz
Zadanie okazato si¢ dla zdajacych umiarkowanie trudne.
Zdajacy stosowali rozne metody rozwiazania tego zadania, a wyniki §wiadcza, ze dobrze
opanowali podstawowe wiadomos$ci 1 umiejgtnosci z zakresu stereometrii. Prawie 43%
zdajacych rozwiazato to zadanie do konca, a 61% pokonalo jego zasadnicze trudnosci.
W rozwiazaniach najczesciej pojawialy si¢ biedy rachunkowe lub biedy nieuwagi, np.
|SM|:\/25x2 —gx2 :\/ﬂx2 :@xz.

2 2 2
Niestety, zdajacy popelniali btedy takze na etapie analizy zadania, az 19,8% zdajacych
otrzymato O punktéw za przedstawione rozwiazanie badz nie podjglo proby rozwiazania
przedstawionego problemu.

Zadanie 12. (3 pkt)
A, B sa zdarzeniami losowymi zawartymi w Q. Wykaz, ze jezeli P(4)=0,9 i P(B)=0,7,

to P(A4NB')<0,3 (B'oznacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia B).

Sprawdzane umiejetnosci
Wykorzystanie wlasnosci prawdopodobienstwa do obliczania prawdopodobienstwa zdarzen
(standard I'V).

Wskaznik latwosci zadania dla ogétu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO LP T
0,46 0,48 0,28 0,34

Przykladowy poprawny zapis rozwigzania:
Wiemy, ze AUB=(ANB")UB i (ANB')NB= oraz P(AUB)<1.

Mamy wige: 1> P(AUB)=P(ANB')+P(B),stad P(4nB')<0,3.

Przydzial punktow za takie rozwigzanie:

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
roZwigzania Zadania .........ceeeeeneeecnnnenissnensseesssnesssssessssscssssns ....1 pkt

Zapisanie, ze AUB =(AmB')uB . Zdajacy nie musi tego wyraznie napisaé, o ile wynika

to z dalszych rozwazan.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania............eeieeveicnveicsseicsseicssnnecsssnecsssnecssssecsans 2 pkt

Zapisanie, ze (ANB')NB= oraz, 22 P(AUB)<Il. Zdajacy nie musi tego wyraznie

napisac, o ile wynika to z dalszych rozwazan.
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ROZWIigzanie Pelne ......ioiineiiniiiiiiiiiiiiicitineinnnnnecnsecsesnisssissesssissssssssssssssssse 3 pkt
Zapisanie wniosku: P(4NB')<0,3.

Komentarz

Zadanie okazato si¢ dla zdajacych trudne.

Tylko 23,3% zdajacych rozwiazatlo to zadanie do konca. W wigkszosci (61,3%) proby
rozwigzania problemu konczyty si¢ na obliczeniu P(B')z 0,3, za co zdajacy moégt uzyskac
tylko 1 punkt. Dalsze etapy rozwiazania prowadzity zazwyczaj do blednych Ilub
nieuzasadnionych wnioskéw. Dostrzezenie faktu, ze AN B'c B' i wyciagnigcie wniosku
dotyczacego prawdopodobienstw tych zdarzen przekraczalo mozliwosci zdecydowanej
wigkszosci zdajacych, o czym S$wiadczy wspotczynnik tatwosci zadania. Prawie 12,7%
zdajacych otrzymato 0 punktéw za przedstawione rozwigzanie badz nie podjeto proby
rozwigzania przedstawionego problemu.

Whioski wynikajace z analizy jakoSciowej zadan

Egzamin pokazal, Ze maturzy$ci dobrze opanowali podstawowe wiadomosci
iumiejetnosci z zakresu poziomu podstawowego i1 potrafili zastosowaé odpowiednie
algorytmy w zadaniach, ktére pojawialy si¢ juz na egzaminach maturalnych. Nadal jednak
problemem sa zadania nieschematyczne, wymagajace umiejgtnosci modelowania, doboru
strategii czy tez przeprowadzenia rozumowania. Dlatego w pracy dydaktycznej z uczniami
nalezy zwroci¢ uwage na ksztalcenie umiejetnosci analizy warunkéw zadania i doboru
optymalnych metod rozwiazywania probleméw matematycznych. Nalezy pracowa¢ nad tym,
aby uczniowie dobrze rozumieli wprowadzane na zajgciach definicje i twierdzenia oraz
potrafili je interpretowaé, takze geometrycznie. Utatwia to budowanie modelu
matematycznego, zwlaszcza w przypadku zadan praktycznych i zadan z rachunku
prawdopodobienstwa. Poziom merytoryczny odpowiedzi ucznidw byt bardzo zrdéznicowany.
Obok rozwiazan §wiadczacych o wiedzy i umiej¢tnosci samodzielnego myslenia, zdarzaty sig
odpowiedzi btedne i nielogiczne. Kolejny raz okazato sig, ze powaznym mankamentem byta
niedostateczna sprawnos$¢ w przeksztatcaniu wyrazen. Czesto zdajacy poprawnie analizowali
warunki zadania, poprawnie zapisywali rOwnania, ale btedy rachunkowe uniemozliwiaty im
rozwiazanie zadania lub prowadzity do niepoprawnych rozwiazan.

Analiza rozwigzanh zadan otwartych na poziomie podstawowym wskazuje, iz nie
wszyscy maturzysci korzystali z przygotowanych dla nich materialdbw pomocniczych.
W pracy dydaktycznej z uczniami, przygotowujacymi si¢ do egzaminu maturalnego w roku
2012, warto zwrdci¢ uwage na ksztatcenie takich podstawowych umiejetnosci, jak:

— strategie rozwigzywania zadan zamknigtych,

— tworzenie prostych modeli matematycznych do zadan praktycznych,

— dobdr optymalnych sposobow (strategii) rozwiazania probleméw matematycznych,

— argumentowanie i rozumowanie w prostych sytuacjach algebraicznych i geometrycznych,
— czytelne zapisywanie toku myslenia,

— sprawne postugiwanie si¢ Zestawem wybranych wzorow matematycznych.

Wazne jest, aby maturzys$ci uwaznie czytali 1 analizowali tre$¢ zadan, a nastgpnie udzielali
zwigzlej 1 precyzyjnej odpowiedzi, zgodnej z przedstawionym poleceniem. Uczniowie
przygotowujacy si¢ do egzaminu maturalnego z matematyki powinni korzysta¢ migdzy
innymi z materiatu ¢wiczeniowego, jakim sa arkusze egzaminacyjne umieszczone na stronach
internetowych CKE 1 OKE, a przede wszystkim z Informatora maturalnego z matematyki
od 2010 roku.
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