Matematyka
Opis arkuszy egzaminacyjnych

Arkusze egzaminacyjne z matematyki zostaty opracowane na dwéch poziomach:

- podstawowym — Arkusz I (MMA-P1_1P-122)

- rozszerzonym — Arkusz II (MMA-R1_1P-122)

Arkusz I zawieral 34 zadania, w tym 25 zamknigtych (zdajacy wybieratl jedng, poprawnag
odpowiedz sposrdd czterech propozycji) oraz 9 zadan otwartych (6 krétkiej odpowiedzi
13 rozszerzonej odpowiedzi). Zdajacy mogt uzyska¢ maksymalnie 50 punktéw, egzamin
trwat 170 minut.

Arkusz Il zawieral 11 zadan otwartych, za ktérych rozwigzanie zdajagcy moglt uzyskac
maksymalnie 50 punktéw, egzamin trwat 180 minut.

Zadania w arkuszu z poziomu podstawowego sprawdzaly umiej¢tnosci opisane we
wszystkich pieciu obszarach standardéw wymagan egzaminacyjnych. Badaty one znajomos¢
1 rozumienie podstawowych poje¢ matematycznych, definicji i twierdzeh oraz umiejetnosc
postugiwania si¢ tg wiedzg w praktyce. Sprawdzaty takze umiejetnos¢ formulowania opisu
matematycznego danej sytuacji, doboru odpowiedniej strategii rozwigzania problemu oraz
umiejetnos¢ analizowania 1 interpretowania probleméw matematycznych. Umiejetnosci
zostaty zbadane na tresciach wszystkich dziesigciu dziatéw podstawy programowe;j.

Zadania w arkuszu dla poziomu rozszerzonego sprawdzaly umiejetnosci opisane w trzech
najwyzszych obszarach standarddw wymagan egzaminacyjnych. Zadania badaly przede
wszystkim umiejetno$¢ analizowania sytuacji problemowych ipodawania do nich opisu
matematycznego, strategii rozwigzania problemu a takze argumentowania i1 prowadzenia
rozumowania matematycznego. Tematyka zadan obejmowala tresci z podstawy programowej
dla poziomu podstawowego 1 rozszerzonego.

Analiza jakoSciowa

Arkusz I - zadania zamknigte

W maju 2010 roku na egzaminie maturalnym z matematyki po raz pierwszy pojawity
si¢ zadania zamknigte i corocznie gldwnie to one decydujg o odsetku sukces6w na egzaminie
z poziomu podstawowego. W 2012 roku 73,9% ogétu zdajacych za zadania zamknigte
uzyskatlo 15 i wigcej punktdéw, co gwarantowalo zdanie obowigzkowego egzaminu
maturalnego z matematyki.

Tylko dwa zadania (1. 1 23.) sposréd zadan zamknig¢tych byly dla zdajacych trudne.
Najtrudniejszym z nich okazato si¢ zadanie 23. (wskaznik tatwosci dla ogétu zdajacych —
0,47), w ktérym zdajacy miat wskaza¢ punkt nalezacy do okregu o danym réwnaniu. Jest to
zaskakujace nie tyko dlatego, ze ten problem tatwo rozwigza¢, wykonujac odpowiedni
rysunek, ale 1 dlatego, ze rdOwniez rozwigzanie algebraiczne sprowadzalo si¢ do
elementarnych obliczen.

W tym roku zadne z zadan zamknigtych nie bylo dla ogétu zdajacych bardzo tatwe.
Najlatwiejszym okazalo si¢ zadanie 5 (wskaznik tatwosci — 0,89), ktére wymagato wybrania
jednej liczby, sposrdd czterech podanych, spetniajacej rOwnanie z wartoscig bezwzgledna.
Pozostale zadania znalazty si¢ w grupie zadan umiarkowanie trudnych (2., 4., 8., 11., 15., 19.,
21., 24.,) albo fatwych (3., 5.,6.,7.,9., 10, 12, 13., 14, 16, 17., 18., 20., 22., 25.).
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Zadanie 1. (1 pkt)

Ceng nart obnizono o 20%, a po miesigcu nowg cen¢ obnizono o dalsze 30%. W wyniku obu

obnizek cena nart zmniejszyla si¢ o

A. 44% B. 50% C. 56% D. 60%

Sprawdzana umiejetnos¢
Wykonanie obliczen procentowych (standard III).

Wskaznik tatwosci zadania dla Wskaznik tatwosci zadania dla

ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,49 0,53 0,29 0,28 0,44 0,23
Poprawna odpowiedz: A.
Zadanie 2. (1 pkt)
3
Liczba 3/(-8)" -16* jest réwna
A. -8 B. -4 C. 2 D. 4
Sprawdzana umiejetnos¢
Zastosowanie praw dziatan na potegach o wyktadnikach wymiernych (standard II).
Wskaznik fatwosci zadania dla Wskaznik fatwosci zadania dla
ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,54 0,62 0,36 0,31 0,44 0,28
Poprawna odpowiedz: B.
Zadanie 3. (1 pkt)
Liczba (3 —2 )2 + 4(2 —2 ) jest rowna
A. 19-1072 B. 17-42 C. 15+14V2 D. 19+6v2

Sprawdzana umiejetnos¢

Wykonanie obliczen na liczbach wymiernych z wykorzystaniem wzoréw skréconego

mnozenia (standard II).

Wskaznik tatwosci zadania dla Wskaznik tatwosci zadania dla

ogotu zdajacych LO LP LU T

TU

0,78 0,87 0,54 0,32 0,70

0,29

Poprawna odpowiedz: A.
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Zadanie 4. (1 pkt)
Iloczyn 2-log, 9 jest réwny
3

A. -6 B. -4 C. -1 D. 1

Sprawdzana umiejetnos¢
Obliczenie warto$ci logarytmu (standard II).

Wskaznik tatwosci zadania dla Wskaznik tatwosci zadania dla
ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,67 0,77 0,47 0,26 0,54 0,24

Poprawna odpowiedz: B.

Zadanie 5. (1 pkt)
Wskaz liczbe, ktdra spetnia rownanie |3x+ 1| =4x.

A, x=-1 B. x=1 C. x=2 D. x=-2

Sprawdzana umiejetnos¢
Wykorzystanie pojecia wartosci bezwzglednej do rozwigzania réwnania (standard II).

Wskaznik tatwosci zadania dla Wskaznik tatwosci zadania dla
ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,89 0,92 0,80 0,74 0,87 0,73

Poprawna odpowiedz: B.

Zadanie 6. (1 pkt)
Liczby x,,x, sa réznymi rozwigzaniami réwnania 2x* +3x—7=0. Suma x, + x, jest réwna

Sprawdzana umiejetnos¢
Obliczenie sumy rozwigzan rOwnania kwadratowego (standard II).

Wskaznik tatwosci zadania dla Wskaznik tatwosci zadania dla
ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,72 0,79 0,52 0,42 0,63 0,34

Poprawna odpowiedz: C.

Zadanie 7. (1 pkt)
Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej y = —3(x—7)(x+2) sa

A. x=7, x=-=2 B. x=-7, x=-2 C. x=7, x=2 D. x=-7,x=2

Sprawdzana umiejetnos¢
Odczytanie miejsc zerowych funkcji kwadratowej z postaci iloczynowej (standard I).

Wskaznik tatwosci zadania dla Wskaznik tatwosci zadania dla
ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,86 0,91 0,75 0,56 0,82 0,51

Poprawna odpowiedz: A.
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Zadanie 8. (1 pkt)
Funkcija liniowa f jest okreslona wzorem f(x)=ax+6, gdzie a > 0. Wéwczas spehniony jest
warunek

A, f()>1 B. f(2)=2 C. f(3)<3 D. f(4)=4

Sprawdzana umiejetnos¢
Wykorzystanie interpretacji wspolczynnikdw we wzorze funkcji liniowej (standard II).

Wskaznik tatwosci zadania dla Wskaznik tatwosci zadania dla
ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,59 0,65 0,46 0,37 0,51 0,37

Poprawna odpowiedz: A.

Zadanie 9. (1 pkt)
Wskaz wykres funkcji, ktéra w przedziale <— 4, 4> ma doktadnie jedno miejsce zerowe.

A. B.
a
Ty Ty
3-- J
2+ 2+
1+ ni
X X
L % % %& L L L L L L L %b
1 1 2 3\ 4 4 3 2 - 1 2 3 4
1+ ni
2+ i
3+ 3+
4t 4t
C. D

Sprawdzana umiejetnos¢
Odczytanie z wykresu funkcji jej miejsc zerowych (standard I).

Wskaznik tatwosci zadania dla Wskaznik tatwosci zadania dla
ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,77 0,84 0,58 0,43 0,70 0,43

Poprawna odpowiedz: C.
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Zadanie 10 (I pkt)
Liczba tg30°—sin30° jest rOwna

A ol V3 V3-1 23-3

B. — C. —— D.
6 6 6

Sprawdzana umiejetnos¢
Planowanie i wykonanie obliczen na liczbach rzeczywistych (standard I).

Wskaznik tatwosci zadania dla Wskaznik tatwosci zadania dla
ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,82 0,88 0,65 0,45 0,75 0,43

Poprawna odpowiedz: D.

Zadanie 11. (1 pkt)
W tréjkacie prostokatnym ABC odcinek AB jest przeciwprostokatng i |AB| =13 oraz

|BC| =12. Wowczas sinus kata ABC jest rOwny

12 5 3 ¢ 3 p. 12
13 13 12 12

A.

Sprawdzana umiejetnos¢
Wykorzystanie definicji do wyznaczenia wartosci funkcji trygonometrycznych kata ostrego
(standard II).

Wskaznik tatwosci zadania dla Wskaznik tatwosci zadania dla
ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,68 0,76 0,54 0,28 0,58 0,27

Poprawna odpowiedz: B.

Zadanie 12. (1 pkt)
W tréjkacie réwnoramiennym ABC dane s3 |AC| :|BC| =5 oraz wysokos¢ |CD| =2.
Podstawa AB tego trojkata ma dlugos¢

A. 6 B. 221 C. 229 D. 14

Sprawdzane umiejetnosci
Znalezienie zwiazkOw miarowych w figurach ptaskich. Zastosowanie twierdzenia Pitagorasa
(standard II).

Wskaznik tatwosci zadania dla Wskaznik tatwosci zadania dla
ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,87 0,92 0,74 0,50 0,83 0,54

Poprawna odpowiedz: B.
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Zadanie 13. (1 pkt)
W tréjkacie prostokatnym dwa dtuzsze boki majg dlugosci 5 1 7. Obwdd tego tréjkata jest
rowny

A. 16V6 B. 146

C. 12+4V6 D. 12+2J6

Sprawdzane umiejetnosci
Znalezienie zwiazkOw miarowych w figurach ptaskich. Zastosowanie twierdzenia Pitagorasa

(standard II).

Wskaznik tatwosci zadania dla Wskaznik tatwosci zadania dla

ogotu zdajacych LO LP LU T TU

0,83 0,89 0,66 0,50 0,78 0,45

Poprawna odpowiedz: D.

Zadanie 14. (1 pkt)

Odcinki AB 1 CD s3 réwnolegle 1 |AB| =5, AC| =2, CD| =7 (zobacz rysunek). Diugos¢
odcinka AE jest rOwna
D

10
A, —

7 B

7

B. 2

5 5
C. 3
D. 5

E 4 2 C

Sprawdzana umiejetnos¢
Postuzenie si¢ wlasnosciami figur podobnych do obliczenia dlugosci odcinkéw (standard I).

Wskaznik tatwosci zadania dla Wskaznik tatwosci zadania dla

ogotu zdajacych LO LP LU T TU

0,84 0,87 0,78 0,77 0,81 0,79

Poprawna odpowiedz: D.

Zadanie 15. (1 pkt)
Pole kwadratu wpisanego w okrag o promieniu 5 jest rOwne

A. 25 B. 50 C. 75 D. 100

Sprawdzana umiejetnos¢
Wykorzystanie zwigzku migdzy promieniem kota opisanego na kwadracie i1 dlugoscia jego
boku (standard II).

Wskaznik tatwosci zadania dla Wskaznik tatwosci zadania dla

ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,60 0,69 0,30 0,27 0,48 0,28
Poprawna odpowiedz: B.
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Zadanie 16. (1 pkt)
Punkty A, B, C, D dzielg okrag na 4 r6wne tuki. Miara zaznaczonego na rysunku kata
wpisanego ACD jest rOwna

A. 90°
B. 60°
C. 45°
D. 30°

Sprawdzana umiejetnos¢
Wykorzystanie zwigzku migdzy katem wpisanym i srodkowym do obliczenia miary kata
(standard I).

Wskaznik tatwosci zadania dla Wskaznik tatwosci zadania dla
ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,83 0,86 0,70 0,68 0,80 0,70

Poprawna odpowiedz: C.

Zadanie 17. (1 pkt)
Miary katéw czworokata tworzg cigg arytmetyczny o réznicy 20°. Najmniejszy kat tego
czworokata ma miare

A. 40° B. 50° C. o0° D. 70°

Sprawdzana umiejetnos¢
Obliczenie wyrazow ciggu arytmetycznego (standard III).

Wskaznik tatwosci zadania dla Wskaznik tatwosci zadania dla
ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,72 0,79 0,48 0,37 0,66 0,37

Poprawna odpowiedz: C.

Zadanie 18. (1 pkt)

Dany jest ciag (a,) okreslony wzorem a, = (—1)" 2;;1 dla n>1. Woéwczas wyraz ag tego
n

ciggu jest rowny

A - B. — c. -~ .
25 25 25 25

Sprawdzana umiejetnos¢
Obliczenie wyrazow ciggu okreslonego wzorem og6lnym (standard I).

Wskaznik tatwosci zadania dla Wskaznik tatwosci zadania dla
ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,79 0,86 0,64 0,49 0,73 0,44

Poprawna odpowiedz: B.

Pracownia Matur Strona 7 z 39 Matematyka




Zadanie 19. (1 pkt)
Pole powierzchni jednej $ciany szescianu jest rowne 4. Objetos¢ tego szescianu jest rowna

A. 6 B. 8 C. 24 D. 64

Sprawdzana umiejetnos¢
Obliczenie objetosci szescianu z wykorzystaniem zwigzkéw miarowych w szescianie
(standard II).

Wskaznik tatwosci zadania dla Wskaznik tatwosci zadania dla
ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,66 0,76 0,40 0,27 0,56 0,23

Poprawna odpowiedz: B.

Zadanie 20. (1 pkt)
Tworzaca stozka ma dlugos$¢ 4 1 jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem 45°.
Wysokos$¢ tego stozka jest rtOwna

A. 242 B. 167 C. 42 D. 8r

Sprawdzana umiejetnos¢
Wyznaczenie wysokosci stozka z wykorzystaniem funkcji trygonometrycznych lub wiasnosci
kwadratu (standard II).

Wskaznik tatwosci zadania dla Wskaznik tatwosci zadania dla
ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,79 0,86 0,59 0,44 0,71 0,40

Poprawna odpowiedz: A.

Zadanie 21. (1 pkt)
Wskaz rownanie prostej rownoleglej do prostej o rownaniu 3x—6y+7=0.

A. yzéx B. yz—%x C. y=2x D. y=-2x

Sprawdzana umiejetnos¢
Wskazanie réwnania prostej rownoleglej do danej (standard I).

Wskaznik tatwosci zadania dla Wskaznik tatwosci zadania dla
ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,63 0,71 0,45 0,34 0,53 0,33

Poprawna odpowiedz: A.
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Zadanie 22. (I pkt)

Punkt A ma wspétrzgdne (5,2012) . Punkt B jest symetryczny do punktu A wzglgdem osi Ox,

a punkt C jest symetryczny do punktu B wzgledem osi Oy. Punkt C ma wsp6trzedne
(—2012,-5)

A. (-5,-2012) B.

C.

(-5.2012)

D.

(—2012,5)

Sprawdzana umiejetnos¢

Wykorzystanie pojecia uktadu wspétrzednych na ptaszczyznie (standard II).

Wskaznik tatwosci zadania dla

Wskaznik tatwosci zadania dla

ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,75 0,80 0,57 0,42 0,70 0,44
Poprawna odpowiedz: A.
Zadanie 23. (1 pkt)
Na okregu o réwnaniu (x — 2)2 +(y+ 7)2 =4 lezy punkt
A. A=(-2)5) B. B=(2,-5) C. C=(2,-7) D. D=(7,-2)
Sprawdzana umiejetnos¢
Zbadanie, czy dany punkt spetnia rownanie okregu (standard II).
Wskaznik tatwosci zadania dla Wskaznik tatwosci zadania dla
ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,47 0,58 0,23 0,20 0,34 0,13
Poprawna odpowiedz: B.
Zadanie 24. (1 pkt)
Flage, taka jak pokazano na rysunku, nalezy zszy¢
z trzech jednakowej szerokosci paséw kolorowe;j
tkaniny. Oba pasy zewnetrzne maja by¢ tego
samego koloru, a pas znajdujacy si¢ miedzy nimi
ma byc¢ innego koloru.
Liczba réznych takich flag, ktére mozna uszyc,
majac do dyspozycji tkaniny w 10 kolorach, jest
réwna
A. 100 B. 99 C. 90 D. 19

Sprawdzane umiejetnosci

Zliczanie obiektow w prostych sytuacjach kombinatorycznych, zastosowanie zasady

mnozenia (standard IT).

Wskaznik tatwosci zadania dla

Wskaznik tatwosci zadania dla

ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,68 0,74 0,52 0,46 0,61 0,44
Poprawna odpowiedz: C.
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Zadanie 25. (1 pkt)
Srednia arytmetyczna cen szesciu akcji na gieldzie jest rowna 500 zt. Za pie¢ z tych akcji
zaptacono 2300 zt. Cena szdstej akeji jest rOwna

A. 400 zt B. 500 zt C. 600 zt D. 700 zt

Sprawdzana umiejetnos¢
Obliczenie $redniej arytmetycznej 1 interpretowanie tego parametru w konteksScie
praktycznym (standard II).

Wskaznik tatwosci zadania dla Wskaznik tatwosci zadania dla
ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,86 0,90 0,67 0,62 0,83 0,60

Poprawna odpowiedz: D.
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Arkusz I - zadania otwarte krotkiej i rozszerzonej odpowiedzi

Omawiajac sposoby rozwigzania zadan otwartych, odwotlujemy si¢ do rozwigzan
i schematéw ich oceniania (z uwzglednieniem kryteriow oceniania zdajacych ze
specyficznymi trudnoSciami w uczeniu si¢ matematyki) zawartych w Kryteria oceniania
odpowiedzi, opublikowanych na stronie internetowej CKE:
www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura2012/klucze/matemat_pp_kl
ucz.pdf

Zadanie 26. (2 pkt)
Rozwigz nieré6wnoéé x> +8x+15>0.

Sprawdzana umiejetnos¢
Rozwigzanie nier6wnosci kwadratowej (standard II).

Wskaznik tatwosci zadania dla Wskaznik tatwosci zadania dla
ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,70 0,78 0,53 0,27 0,63 0,25

Przyktadowy zapis rozwigzania
Znajdujemy pierwiastki tréjmianu kwadratowego x* +8x+15.

—8-2 _
Obliczamy A=64-4-1-15=4 oraz x, === -5 oraz x, = 82+2 =

Podajemy zbiér rozwigzan nieréwnosci 3x° —10x+3<0: (—o0,=5)U(-3,).

3.

Przydzial punktéw za takie rozwiazanie
Zdajacy OLTZYINUJE ...ceevueerraenssnensanessannsssesssnessanssssssssssssssssssssssssssasssssssssssssassssassssssssassssaes 1 pkt
gdy:
e obliczy lub poda pierwiastki tréjmianu kwadratowego x=-5, x=-3 1 na tym
poprzestanie lub blednie zapisze zbiér rozwigzan nieréwnosci
albo
¢ rozlozy tréjmian kwadratowy x”+8x+15 na czynniki liniowe i zapisze nieréwno$é

(x+3)(x+5)>0 ina tym poprzestanie lub dalej popetni biedy
albo
® popetni btad przy obliczaniu wyrdznika lub pierwiastkéw tréjmianu kwadratowego
(ale otrzyma dwa rézne pierwiastki) i konsekwentnie do tego rozwigze nierdwnosc.
ZdaJACY OITZYIMULJE .ccceverrriirsssnrrcssssnsacsssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 2 pkt
gdy zapisze zbidr rozwiazan nieréwnosci: (—eo,—5)U(—=3,00)

Kryteria oceniania uwzgledniajace specyficzne trudnosci w uczeniu sie¢ matematyki
1. JeSli zdajacy poprawnie obliczy pierwiastki tréjmianu x, =-5,x,=-3 1 zapisze,

np. x€ (—oo,—5)U(3,0) popelniajac tym samym blad przy przepisywaniu jednego
z pierwiastkow, to otrzymuje 2 punkty.

2. JeSli zdajacy pomyli porzadek liczb na osi liczbowej, np. zapisze zbidér rozwigzan
nieréwnosci w postaci (—eo,—3)U(=5,0), to przyznajemy 2 punkty.

Komentarz

Zadanie okazalo si¢ tatwe dla ogétu zdajacych i bylo jednym z dwdch najlatwiejszych zadan
otwartych w tym zestawie egzaminacyjnym.

Tylko 53,3% zdajacych rozwiagzalo to zadanie poprawnie, pozostali popeiniali bledy na
réznych etapach rozwigzywania zadania.

Czes¢ zdajacych prawidlowo wyznaczala pierwiastki tréjmianu kwadratowego, ale blednie
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podawata zbiér rozwigzan nieréwnos$ci, np. wskazujac obliczone pierwiastki jako zbidr
rozwigzan tej nierdwnosci. Dos¢ czesto pojawialy si¢ rozwigzania, w ktérych zdajacy biednie
zapisywali zbiér rozwigzan nieréwnosci, np. w postaci przedzialu (-5,-3)lub

(—00, —5>u<—3,oo). Odnotowano réwniez rozwiazania, w ktorych zdajacy popehili btedy

rachunkowe przy obliczaniu pierwiastkOw tréjmianu kwadratowego, a nastepnie
konsekwentnie do popetnionego biedu zapisywali zbiér rozwigzan nieréwnosci. Za takie
rozwiazania zdajacy mogli otrzymac 1 punkt.

Niestety, grupa okoto 12,6% zdajacych nie otrzymata nawet jednego punktu za rozwigzanie
tej nieréwnosci kwadratowej, mimo iz ten typ zadania pojawia si¢ corocznie na egzaminie
maturalnym.

Zadania 27. (2 pkt)
Uzasadnij, ze jesli liczby rzeczywiste a, b, c¢ spelniaja nieréwnosci O<a<b<c, to
a+b+c_a+b
> .
3 2

Sprawdzana umiejetnos¢
Uzasadnienie prawdziwosci nieréwno§ci algebraicznej (standard V).

Wskaznik fatwosci zadania dla Wskaznik fatwosci wedtug typu szkoty
ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,19 0,26 0,05 0,02 0,09 0,01

Przyktadowy zapis rozwigzania
Mnozymy obie strony nierdwnosci przez 6:

2(a+b+c)>3(a+b)
Redukujemy wyrazy podobne:
2c>a+b
Uzyskana nieréwnos$¢ jest rownowazna nierdwnos$ci wyjsciowej, zatem wystarczy wykazac
jej prawdziwos$¢. Z zalozenia wiemy, ze ¢ >a oraz ¢ >b-Wobec tego
2c=c+c>a+b
Co nalezato wykazac.

Przydzial punktéw za takie rozwigzanie

ZdaJACY OITZYIMULJE .ccceuvrrrrersssnrncssssssncsssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1 pkt

—a—b+2 .
T S0 ina tym poprzestanie lub dalej popeini biedy.

ZdaJACY OITZYIMULJE ..ccceevnrrreesssnrncssssssecsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 2 pkt

jesli przedstawi kompletny dowdd podanej nieréwnosci.

Komentarz

Zadanie okazalo si¢ bardzo trudne dla ogétu zdajacych. Tylko 8% maturzystow poprawnie
wykorzystalo zalozenia i uzasadnilo prawdziwos¢ podanej nieréwnosci algebraiczne;j.
Najczesciej zdajacy przeksztalcali t¢ nieréwnos$¢ do postaci 2¢ >a+b i1 na tym konczyli
dowdd. Za takie rozwigzanie uzyskiwali 1 punkt.

Niestety az 70,1% zdajacych nie podjeto préby rozwigzania tego zadania, badz za
przedstawione rozumowanie uzyskato O punktéw. Niektérzy popehiali bledy juz na etapie
poczatkowych przeksztalcen algebraicznych, np.

Pracownia Matur Strona 12 z 39 Matematyka




at+b+c Ja+t b

3 2
3(a+b)>2(a+b+c).
Nadal pojawialy si¢ niepoprawne rozwigzania, w ktérych zdajacy dowodzili tezy dla kilku
wybranych liczb i wnioskowali na tej podstawie o jej prawdziwosci dla wszystkich liczb
rzeczywistych spetiajacych podane zalozenie.

Warto podkresli¢, ze odnotowano réwniez nietypowe, inne od opisanych w schemacie,
sposoby rozwigzania. Oto przyklad rozumowania przedstawionego przez jednego ze
zdajacych:

Jesli liczby rzeczywiste a, b, ¢ spetniajga nieréwnosci 0 <a <b<c, to mozemy je zapisac
w postaci a, b=a+x, c=a+y,przyczym y>x>0.

atat+tx+ta+y >a+a+x

Udowodnimy, ze
3 2
Przeksztalcamy tozsamosciowo t¢ nieréwnosc:

3a+x+y S 2a+x
3 2

6a+2x+2y>6a+3x

2y > x, co jest prawda, poniewaz y > x.

Zadanie 28. (2 pkt)
Liczby x,=-4 i x,=3 s3 pierwiastkami wielomianu W(x)=x* +4x*> —9x—36. Oblicz

trzeci pierwiastek tego wielomianu.

Sprawdzana umiejetnos¢
Rozwigzanie rOwnania wielomianowego metoda rozktadu na czynniki (standard II).

Wskaznik tatwosci zadania dla Wskaznik tatwosci zadania dla
ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,57 0,69 0,30 0,13 0,43 0,08

Przyktadowy zapis rozwigzania
Przedstawiamy wielomian W (x) w postaci iloczynowej, stosujagc metod¢ grupowania:

W(x)=x"+4x>=9x-36=x"(x+4)-9(x+4)=(x+4)(x=3)(x+3).
Pierwiastkami wielomianu W (x) sa zatem
x,=—4, x,=3 oraz x; =-3.
Trzecim pierwiastkiem wielomianu jest liczba x = 3.

Przydzial punktéw za rozwiazanie zadania

ZdaJACY OITZYIMULJE ..cccevunrrrecsssnricssssssacsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1 pkt
gdy pogrupuje wyrazy do postaci, z ktérej fatwo mozna przej$s¢ do postaci iloczynu, np.:
Wi(x)= (x2 —9) (x+4) lub W(x)=(x+4)(x—3)(x+3) ina tym poprzestanie lub dalej
popeini biedy.

ZdaJACY OITZYIMULE cccevuvnrrreesssnrncssssssecsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 2 pkt

gdy bezblednie obliczy trzeci pierwiastek wielomianu: x =-3.
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Komentarz

Zadanie okazalo si¢ dla ogétu zdajacych umiarkowanie trudne.

Bezbtednie rozwigzato je 55,2% zdajacych. Rozwiazujacy to zadanie z reguly dokonywali
rozkladu wielomianu na czynniki metoda grupowania lub dzielenia wielomianu przez
dwumian, a nastgpnie z postaci iloczynowej odczytywali trzeci pierwiastek wielomianu.
Sporadycznie pojawialy si¢ rozwigzania z wykorzystaniem wzoréw Viete’a dla wielomianu
stopnia trzeciego:

(-4)-3-x, :—_T%, stad x, =-3.

Natomiast 41% zdajacych nie podjeto proby rozwigzania tego zadania, badz za przedstawione
rozumowanie uzyskato 0 punktéw. Nadal pojawiaty si¢ prace, w ktérych zdajacy nie potrafili
dokona¢ rozkladu wielomianu na czynniki, mimo to niejednokrotnie podawali poprawng
odpowiedz, np.

X +4x® —9x-36=x" (x+4)-9(x—4)= ()c—4)()c2 —9) =(x—4)(x=3)(x+3)

Trzecim pierwiastkiem wielomianu jest liczba x = 3.

Zadanie 29. (2 pkt)
Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka o koncach A = (— 2, 2) i B= (2,10).

Sprawdzana umiejetnos¢
Wykorzystanie wiasnosci symetralnej odcinka do wyznaczenia jej rdwnania (standard IV).

Wskaznik tatwosci zadania dla Wskaznik tatwosci zadania dla
ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,29 0,39 0,05 0,01 0,15 0,00

Przykladowy zapis rozwigzania
Obliczamy wspoéiczynnik kierunkowy prostej AB:

Zatem wspotczynnik

1
kierunkowy prostej prostopadlej do prostej AB jest rowny (—Ej Symetralna odcinka AB

ma réwnanie y = —%x+b. Punkt S = (_2;2 , 2+210j= (0,6) jest $rodkiem odcinka AB.

. . ) 1 )
Symetralna tego odcinka przechodzi przez punkt S, wiec 6= —§~0+b. Stad b=6, a wiec

. . 1
symetralna odcinka AB ma rOwnanie y = . x+6.
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Przydzial punktow za takie rozwigzanie
ZdaJACY OITZYIMULJE ccceuerrriersssnrncssssssncsssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1 pkt

e ody poprawnie wyznaczy wspéirzedne $rodka odcinka AB: S =(0,6) oraz wspélczynnik
kierunkowy prostej AB: a =2 ina tym poprzestanie lub dalej popelni biedy
albo
e gody popetni bledy rachunkowe przy wyznaczaniu wspétrzednych srodka odcinka albo
wspolczynnika kierunkowego prostej AB 1 konsekwentnie wyznaczy réwnanie
symetralnej.

ZdaJACY OITZYIMULJE ccceurnerrersssnricssssnsncsssssssesssssssssssssssssssssssnsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 2 pkt

. : . 1
gdy wyznaczy rOwnanie symetralnej odcinka AB: y = ) x+6 lub x+2y-12=0.

Kryteria oceniania uwzgledniajace specyficzne trudno$ci w uczeniu si¢ matematyki
Jesli zdajacy przepisze z bledem wspdtrzedne punktéw i wyznaczy konsekwentnie rownanie
symetralnej odcinka AB, to za takie rozwigzanie przyznajemy 2 punkty.

Komentarz

Tradycyjnie zadania z geometrii analitycznej naleza do grupy zadan o najnizszym stopniu
wykonalnos$ci, réwniez to zadanie okazalo si¢ dla ogétu zdajacych trudne.

Sprawdzato, czy zdajacy znaja pojecie symetralnej odcinka i potrafia wykorzystac jej
wlasnosci w ujeciu geometrii analitycznej. Niestety, tylko 25,4% zdajacych rozwigzalo ten
problem bezbtednie, z reguly stosujac zaprezentowany powyzej sposob rozwigzania
(wyznaczenie prostej prostopadlej do prostej AB i przechodzacej przez srodek odcinka AB).
Natomiast az 68,3% zdajacych nie podjelo préby wyznaczenia rOwnania symetralnej odcinka
AB, badz za przedstawione rozumowanie uzyskalo 0 punktow.

Zdajacy, ktérzy uzyskali za rozwigzanie tego zadania 1 punkt z reguly ograniczali si¢ do
wyznaczenia wspotrzednych srodka odcinka AB i réwnania prostej AB. Nie potrafili natomiast
zapisa¢ wspolczynnika kierunkowego prostopadiej do prostej AB lub popelniali biedy
wykorzystujac wspotrzedne srodka odcinka.
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Zadanie 30. (2 pkt)
W tréjkacie ABC poprowadzono dwusieczne katéw A i B. Dwusieczne te przecinaja si¢
w punkcie P. Uzasadnij, ze kat APB jest rozwarty.

Sprawdzana umiejetnos¢
Przeprowadzenie dowodu geometrycznego (standard V).

Wskaznik tatwosci zadania dla Wskaznik tatwosci zadania dla
ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,10 0,14 0,00 0,01 0,03 0,00

Przyktadowy zapis rozwigzania
DABC|=28,

Niech |U BAC|=2a,

DACB|=vy,

APB|=6.

Suma miar katéw wewnetrznych w tréjkacie réwna jest 180°, wiec w tréjkacie ABC mamy
20+ 2+ y=180".

Poniewaz y >0°, wigc 2a+ 25 <180°, stad a+ f<90°.

W tréjkacie ABP mamy a+ S+ =180".

Stad i z otrzymanej nieréwnosci @+ £ <90° wynika, ze J >90°.

Oznacza to, ze kat APB jest katem rozwartym.

Przydzial punktow za takie rozwigzanie

ZdaJACY OITZYIMULJE ..ccceeuuvrrieesssnricssssnsecsssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 2 pkt
gdy przeprowadzi pelne rozumowanie i uzasadni, ze kat APB jest katem rozwartym.
Komentarz

Zadanie okazalo si¢ trudne dla ogétu zdajacych i bylo najtrudniejszym w tym zestawie
egzaminacyjnym.

Do udowodnienia tezy wystarczylo zauwazy¢, ze suma miar dwoch dowolnych katéw

w tréjkacie jest mniejsza od 1807, a nastepnie wykorzysta¢ wiasnosci dwusiecznych tych
katéw. Poprawng argumentacj¢ podato tylko 9,6% ogétu zdajacych. Pozostali maturzysci
(90,4%) nie podjeli proby uzasadnienia, ze kat APB jest rozwarty, badz za przedstawione
rozumowanie uzyskali O punktéw. Niektorzy zdajacy przyjmowali na przykiad, ze:
trojkat ABC jest réwnoboczny,

* katy A i B s3 katami ostrymi,

e dwusieczne katéw A i B sg prostopadle odpowiednio do bokéw BC i AC,

® punkt P jest srodkiem okrggu opisanego na tréjkacie ABC,
tym samym nie rozwigzywali przedstawionego w zadaniu problemu.
Kolejny raz okazalo si¢, ze rozwigzywanie zadan z geometrii ptaskiej jest dla maturzystow
trudne, niezaleznie od zlozonosci strategii czy rozumowania, ktére powinni przeprowadzic.
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Zadanie 31. (2 pkt)
Ze zbioru liczb {1,2,3,4,5,6,7} losujemy dwa razy po jednej liczbie ze zwracaniem. Oblicz

prawdopodobienstwo zdarzenia A, polegajacego na wylosowaniu liczb, ktérych iloczyn jest
podzielny przez 6.

Sprawdzana umiejetnos¢
Obliczenie prawdopodobienstwa zdarzenia =z zastosowaniem klasycznej definicji
prawdopodobienstwa (standard III).

Wskaznik tatwosci zadania dla Wskaznik tatwosci zadania dla
ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,54 0,61 0,35 0,14 0,48 0,14

Przyktadowy zapis rozwigzania
Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie pary uporzadkowane (x,y) dwéch liczb ze zbioru

{1,2,3,4,5,6,7}.
Liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest réwna |Q| =7-7T=49.

Iloczyn wylosowanych liczb jest podzielny przez 6, gdy:
¢ jedna z tych liczb jest réwna 6 (wowczas druga jest dowolna)
albo
® jedna z liczb jest 3, a drugg jest 2 lub 4.
Liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A jest wigc réwna
|Al=(2-7-1)+2-2=17.

Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest réwne: P(A)= i—;
Przydzial punktéw za takie rozwigzanie
ZdaJACy OITZYIMULJE .cccevuerrrrersssnricssssssicsssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1 pkt

gdy
e obliczy liczbg wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych: |Q| =7"=49

albo
e obliczy liczbg zdarzeh elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A: |A| =17

ZdaJACY OITZYIMULJE cccevunrriersssnricssssssncsssssssesssssssssssssssssssssssnsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 2 pkt

gdy obliczy prawdopodobienstwo zdarzenia A: P(A) = i—; .

Komentarz

Zadanie okazalo si¢ umiarkowanie trudne dla ogétu zdajacych.

Tylko 39,3% zdajacych rozwigzato to zadanie poprawnie i az 31,1% zdajacych nie podjeto
proby jego rozwigzania badz za przedstawione rozwiazanie uzyskato O punktow.

Rozwigzujac  to  zadanie, zdajacy najczesciej stosowali  klasyczng  definicj¢
prawdopodobienstwa. W takich rozwigzaniach biedy pojawialy si¢ juz na etapie zliczania
wszystkich zdarzen elementarnych, np. niektérzy maturzysci zapisywali |Q| =14 lub

|Q|=72 =14. Jednak najwigcej probleméw sprawilo zdajacym zliczenie zdarzen
elementarnych, sprzyjajacych zdarzeniu A. Najczeg$ciej zdajacy pomijali niektére z tych
zdarzen, np. nie zauwazali, ze zdarzenie (7,6) sprzyja zajéciu zdarzenia A izapisywali

np. |A|=16. Zaskakiwal fakt, ze czgs¢ zdajacych nieprawidlowo zliczata liczbe zdarzen
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elementarnych, sprzyjajacych danemu zdarzeniu, pomimo poprawnego ich wypisania lub
zaznaczenia w tabeli.
Mniejsza czg$¢ populacji zdajacych wybierala rozwigzania z wykorzystaniem drzewa
stochastycznego. W tym sposobie rozwigzania zdajacy najcze¢sciej popehniali r6zne bledy:

® narysowane drzewa nie zawieraty istotnych galezi, byty niekompletne,

® na istotnych gateziach drzewa nie bylo zapisanych prawdopodobienstw,

e przy obliczaniu prawdopodobienstwa brano pod uwage galezie, ktére nie spetnialy

warunkéw zadania,

¢ dodawano prawdopodobienstwo na galeziach drzewa.
W wielu przedstawionych rozwigzaniach zabrakto refleksji nad otrzymanym wynikiem, stad
czes$¢ zdajacych zapisywata, ze prawdopodobiefstwo jest liczbg wigkszg od 1. Za takie
rozwigzanie zdajacy otrzymywali 0 punktow.

Zadanie 32. (4 pkt)
Ciag (9,x,19) jest arytmetyczny, a ciag (x,42,y,z) jest geometryczny. Oblicz x, y oraz z.

Sprawdzana umiejetnos¢
Zastosowanie wilasnosci ciggu arytmetycznego i geometrycznego (standard III).

Wskaznik tatwosci zadania Wskaznik tatwosci zadania dla
dla ogétu zdajacych LO LP LU T TU
0,73 0,82 0,49 0,20 0,64 0,20

Przyktadowy zapis rozwigzania
Ciag (9,x,19) jest arytmetyczny, zatem 2x=9+19, x=14.
Ciag (14,42,y,z) jest geometryczny, zatem 42° =14-y i y>*=42-7.

Stad y=%=126 i 126 =427, czyli z=378.

Przydzial punktow za takie rozwigzanie

Rozwiazanie, w ktéorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

FOZWIigZANIA ZAUAANIA cccouuerennrrrreeccssisssssnnrrnneccssssssssssssnsessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 1 pkt
. e S +19
® wykorzystanie wlasnosci ciggu arytmetycznego 1 zapisanie, np. x = lub 2x=9+19,
lub x=14
albo

e wykorzystanie wlasno$ci ciggu geometrycznego i zapisanie, np. 42> =xy lub
2
vy =42z.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSLEP...cccveeerreressrercsssaresssaressasesssssssssasssssasssssasssss 2 pkt
Obliczenie x =14 izapisanie réwnania 42° =14-y lub 1764=14-y.

Pokonanie zasadniczych trudnosSci zadania.......cccceeeeeeieiieeiinieniineeninnieeneeeeeeeeeeeeeeeeeeseeees 3 pkt
Obliczenie y =126 i zapisanie réwnania y>=42-z lub 126> =42-7.

ROZWIAZanie PEINE .....ccuuuueeiiiiiiiiiiiiissnnnnniiiicnniiisssnnsnnneccssssssssssssnsscssssssssssssssssssssssssssssssns 4 pkt
Obliczenie x=14, y =126, z=378.
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Komentarz

Zadanie okazalo si¢ tatwe dla ogétu zdajacych i bylo najtatwiejszym zadaniem otwartym
w tym zestawie egzaminacyjnym.

Zadania wymagajace zastosowania wlasnoSci ciggéw arytmetycznego i geometrycznego
wielokrotnie pojawialy si¢ w zestawach egzaminacyjnych, zaréwno jako zadania krétkiej, jak
irozszerzonej odpowiedzi. Mimo to 18,9% zdajacych nie uzyskalo zadnego punktu za
rozwigzanie tego zadania, badz nie podj¢to préby jego rozwigzania.

Zdajacy, ktérzy dokonali w zadaniu istotnego postepu zazwyczaj rozwigzywali to zadanie
bezbtednie, az 67,7% zdajacych uzyskalo za przedstawione rozwigzanie maksymalng ilos¢
punktow.

Zadanie 33. (4 pkt)

W graniastostupie prawidlowym czworokatnym ABCDEFGH przekatna AC podstawy
ma dlugos¢ 4. Kat ACE jest réwny 60°. Oblicz objetos¢ ostrostupa ABCDE przedstawionego
na ponizszym rysunku.

Sprawdzana umiejetnos¢
Obliczenie objetosci wieloscianu (standard IV).

Wskaznik tatwosci zadania Wskaznik tatwosci zadania dla
dla ogétu zdajacych LO LP LU T TU
0,48 0,58 0,20 0,07 0,36 0,08
Przyktadowy zapis rozwigzania
H G
E fa
\\ ;
\\ 5
\\ ,
\E N__ | \JC
D
A B

a) Obliczenie pola podstawy ostrostupa

Podstawa ABCD ostrostupa jest kwadratem o boku AB. Stosujac wzor na przekatng kwadratu,

mamy 4 =|AB|\/§, stad |AB| L 22

V2
2
Obliczamy pole P podstawy ostrostupa: P = (2\/5 ) =8.

b) Obliczenie wysokosci AE ostrostupa

W tréjkacie EAC mamy |AC|=4i [J ACE|=60°, stad |AE] =¥ =43,
¢) Obliczenie objetosci ostrostupa

Objetosc ostrostupa jest rowna V = % 8-4/3 = %\/5 .
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Przydzial punktow za takie rozwigzanie

Rozwiazanie, w ktéorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
TFOZWIQZAMIA covuvvvnrerrrecccsssssssssssrneecssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssans 1 pkt

Obliczenie wysokosci AE ostrostupa: |AE | =4+/3 albo obliczenie pola P podstawy ostrostupa:
2
P=(242) =3.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania.......ccccceeeeeeeeiiieiinieinineeiinnneenneeeeeneeeeeeeeeeseeeees 3 pkt
Obliczenie pola podstawy i wysokosci ostrostupa.

Uwaga

Jesli zdajacy obliczy jedng z tych wielkosci z blgdem rachunkowym, to otrzymuje 2 punkty.
ROZWIAZanie PEINE ......uuuuueeiiiiiiiiiiiiissnnnnnniiicsiiiisssnnsnnieccssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 4 pkt

Obliczenie objetosci ostrostupa: V = 3—32\/3 .

Kryteria oceniania uwzgledniajace specyficzne trudno$ci w uczeniu si¢ matematyki
Nie obnizamy punktacji zadania za bledy wynikajace z nieuwagi, np. gdy zdajacy poprawnie
obliczyl wysoko$¢ ostrostupa, ale przy obliczaniu objgtosci podstawit btedng wartos¢.

Komentarz

Zadanie, ktére sprawdzalo umiejetnos¢ wyznaczenia zwigzkéw miarowych w ostrostupie,
okazalo si¢ trudne dla ogétu zdajacych.

Bezbtednie rozwiazalo je 31,5% zdajacych, a 35,1% — nie podjelo proby rozwigzania tego
zadania badz za przedstawione rozwigzanie uzyskalo O punktow.

Zdajacy pokonali zasadnicze trudnosci zadania, gdy obliczyli pole podstawy i wysokos¢
przedstawionego na rysunku ostrostupa. Ten etap poprawnie wykonalo 44,8 % zdajacy.
Niestety az 13,3% og6tu zdajacych popetnilo btad zapisujac wzoér na objetos¢ ostrostupa
ABCDE lub nie potrafilo go poprawnie zastosowac. Niektorzy zdajacy popetniali bledy juz
na etapie analizy zadania, np. Zle zaznaczali na rysunku kat ACE lub niepoprawnie stosowali
definicje funkcji trygonometrycznych w tréjkacie prostokatnym. Pojawialy si¢ liczne biedy
rachunkowe zwigzane z wykorzystaniem tw. Pitagorasa w trdjkacie ACE lub obliczeniem
pola podstawy ostrostupa.
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Zadanie 34. (5 pkt)

Miasto A i miasto B laczy linia kolejowa dlugosci 210 km. Srednia predkos$é pociagu
pospiesznego na tej trasie jest o 24 km/h wigksza od sredniej predkosci pociggu osobowego.
Pociag pospieszny pokonuje te tras¢ o 1 godzing krécej niz pociag osobowy. Oblicz czas
pokonania tej drogi przez pociag pospieszny.

Sprawdzana umiejetnos¢
Rozwigzanie zadania, umieszczonego w kontekScie praktycznym, prowadzacego do
rozwigzania réwnania kwadratowego (standard III).

Wskaznik tatwosci zadania Wskaznik tatwosci zadania dla
dla ogétu zdajacych LO LP LU T TU
0,40 0,52 0,13 0,02 0,25 0,03

Przykladowy zapis rozwigzania

Przyjmujemy oznaczenia np.: t — czas pokonania calej trasy w godzinach przez pociag
osobowy, v — $rednia predkos¢ pociagu osobowego w kilometrach na godzing.
Zapisujemy zaleznosci miedzy czasem a predkoscig w sytuacji opisanej w zadaniu:

t-v=210

(r-1)-(v+24)=210
Rozwigzujac uktad réwnan doprowadzamy go do postaci rOwnania kwadratowego z jedna
niewiadoma, np.: 4> —41r-35=0.

4-24 5

: 4424 7
Stad otrzymujemy tl:T > lub 1, =

; :5=3,5. Zauwazamy, ze I, jest

sprzeczne z warunkami zadania.
Obliczamy czas przejazdu tej drogi przez pociag pospieszny: 3,5—-1=2,5.

Przydzial punktow za takie rozwigzanie

Rozwiazanie, w ktéorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rOZWIAZania Zadamia .................ccooiiiiiiiiiiiii e 1 pkt
Zapisanie rOwnania z dwiema niewiadomymi

(1-1)(v+24)=210

gdy t oznacza czas pokonania calej trasy w godzinach przez pocigg osobowy, a v srednig
predkos¢ pociggu osobowego w kilometrach na godzine,

lub

(t+1)(v-24)=210

gdy ¢ oznacza czas pokonania calej trasy w godzinach przez pociag pospieszny, a v srednig
predkos¢ pociggu pospiesznego w kilometrach na godzing.

Rozwiazanie, w Ktorym jest iStotny POStep .............ccccvveeriiiieiiiiieiiie e 2 pkt
Zapisanie uktadu réwnan z niewiadomymi v i ¢, np.:

tv=210 L [rv=210
(=1)-(v+24)=210 | (t+1)-(v—24)=210

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .........................ooo 3 pkt
Zapisanie rOwnania z jedng niewiadoma v lub 7, np.:

(t—l)-[&+24j=210 lub (&—1)(%24):210 lub 24(r-1)-1=210.
t

v
Rozwiazanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ........................ccooooiiiiiii, 4 pkt
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® rozwigzanie réwnania z niewiadomg v lub ¢ z bledem rachunkowym ikonsekwentne
obliczenie czasu pokonania drogi przez pociag pospieszny

albo

e obliczenie czasu jazdy pociggu osobowego: t =3,5 i nie obliczenie czasu pokonania tej
drogi przez pociag pospieszny.

Rozwiazanie pelne ... 5 pkt

Obliczenie czasu pokonania tej drogi przez pociag pospieszny: 2,5 godziny.

Kryteria oceniania uwzgledniajace specyficzne trudnosci w uczeniu si¢ matematyki
Przyktad 1.
Jesli zdajacy przedstawi nastgpujace rozwigzanie:

v - predkosS¢ pociaggu osobowego, ¢ - czas pokonania catej trasy w godzinach przez pociag
osobowy

210=(v+24)r-1
i na tym zakonczy, to takie rozwigzanie kwalifikujemy do kategorii Rozwiazanie, w ktorym
jest istotny postep i przyznajemy 2 punkty, mimo ze w drugim réwnaniu uktadu zdajacy nie

. o . L . 210 .
ujat wyrazenia t—1 w nawias. Zapis rOownania v+24= 1 wskazuje na poprawna
t —

interpretacje zalezno$ci migdzy wielkoSciami.
Przykiad 2.
Jesli zdajacy przedstawi nastgpujace rozwigzanie:

v - predkos¢ pociggu osobowego, ¢ - czas pokonania catej trasy w godzinach przez pociag
osobowy

,=210
v+24=i? ! o 120, 54210
- V2= ! -

i na tym zakonczy, to takie rozwigzanie kwalifikujemy do kategorii Pokonanie zasadniczych
. : . . . .12 21 :
trudnosci zadania i przyznajemy 3 punkty, mimo ze w réwnaniu —0+ 24 = 210 zdajacy
t -

przestawit cyfry w zapisie liczby 210 i pominat liczb¢ 1 w mianowniku utamka.

Przyktad 3.

Je$li zdajacy otrzyma inne réwnanie kwadratowe, np. 4t +4t—35=0 zamiast réwnania
4t> —4t-35=0 (np. w wyniku zlego przepisania znaku lub liczby), konsekwentnie jednak
rozwigze otrzymane réwnanie kwadratowe, odrzuci ujemne rozwigzanie i pozostawi wynik,
ktéry moze by¢ realnym czasem jazdy pociggu pospiesznego, to takie rozwiazanie
kwalifikujemy do kategorii Rozwigzanie pelne i przyznajemy 5 punktéw.
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Komentarz

Zadanie okazalo si¢ trudne dla ogétu zdajacych.

Bezbtednie rozwiazalo je 28,1% zdajacych, a prawie 49,7% — nie podjeto proby rozwigzania
tego zadania badz za przedstawione rozwigzanie uzyskalo O punktow.

Zadanie wykorzystujace zalezno$¢ droga — predkoS¢ — czas po raz kolejny znalazto si¢
w zestawie egzaminacyjnym z poziomu podstawowego. Jego celem bylo sprawdzenie, czy
maturzysta potrafi poprawnie opisac te sytuacj¢ w jezyku matematyki, a nast¢pnie rozwigzac
odpowiednie réwnania i zinterpretowa¢ otrzymane wyniki. Najwazniejszg umiejetnoscia
badang w tym zadaniu bylo czytanie ze zrozumieniem tekstu matematycznego i zapisywanie
zalezno$ci miedzy wielkoSciami opisanymi w zadaniu. Prawie 48% zdajacych nie miato
trudnosci z przeprowadzeniem poprawnej analizy warunkéw zadania i zbudowaniem modelu
matematycznego do przedstawionej sytuacji, czyli dokonalo istotnego postgpu w zadaniu.
Niestety, w dalszej czg¢sci rozwigzania nie wszyscy zdajacy potrafili rozwigza¢ zapisany uktad
rOwnan, pojawialy si¢ bledy logiczne i rachunkowe. Kolejny raz okazalo sie, ze
przeksztalcenia algebraiczne nie s3 mocng strong zdajacych.

Pracownia Matur Strona 23 z 39 Matematyka




Arkusz I1

Omawiajac sposoby rozwigzania zadan otwartych, odwotlujemy si¢ do rozwigzan
i schematow ich oceniania zawartych w Kryteriach oceniania odpowiedzi, opublikowanych
na stronie internetowej CKE:
http://www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura2012/klucze/matemat_
pr_klucz.pdf

Zadanie 1. (4 pkt)
Wyznacz cztery kolejne liczby catkowite takie, ze najwicksza z nich jest réwna sumie
kwadratéw trzech pozostalych liczb.

Sprawdzana umiejetnos¢
Rozwigzanie zadania prowadzacego do rozwigzania rOwnania kwadratowego (standard III).

Wskaznik fatwosci zadania dla ogétu Wskaznik tatwosci zadania
zdajacych LO T
0,80 0,83 0,62

Przyktadowy zapis rozwigzania
Niech a oznacza najmniejszg z czterech szukanych liczb catkowitych. Wtedy kolejne liczby
to: a+1, a+2, a+3.
Zapisujemy zatem réwnanie kwadratowe
a+3=d*+(a+1) +(a+2)
ktére po przeksztalceniu przyjmuje postac
3a*+5a+2=0.

. . . . 2 . . 2 ,
Rownanie to ma dwa rozwigzania: a, =-1, a, =—§. Rozwigzanie —g odrzucamy jako

sprzeczne z trescig zadania (nie jest to liczba catkowita).
Zatem szukane liczby to: -1, 0, 1, 2.

Przydzial punktow za takie rozwigzanie
Rozwiazanie, w ktéorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

FOZWIigZANIA ZAUANIA ceceerrrnnnnnerrreiccssssssssnnsnrnnecsssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssse 1 pkt
Zapisanie kolejnych czterech liczb catkowitych, np.: a, a+1, a+2, a+3, gdzie a jest liczba
calkowita.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania.......cccceeeeeeeiiiiniiininininienenneinneeeeeeeeeeeeeeeeeeeees 2 pkt

Zapisanie rOwnania z jedng niewiadoma:
a+3=a’+(a+1)" +(a+2)" lub 3a>+5a+2=0

Rozwiazanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ..........ieeiiicciiiicssnnnnneccccsscccnnnnns 3 pkt

i ) i 2 2 . )
. Przeksztalcenie réwnania a+3=a’+(a+1) +(a+2)" do postaci réwnania

kwadratowego z btgdem rachunkowym (na przyklad blad w redukcji wyrazéw
podobnych lub w przepisywaniu) i konsekwentne doprowadzenie rozwigzania do konca
(o ile otrzymane réwnanie kwadratowe ma dwa pierwiastki rzeczywiste)

albo

o poprawne rozwigzanie réwnania kwadratowego 3a’+5a+2=0, nieodrzucenie
rozwigzania 3 1 podanie w odpowiedzi dwoch czworek liczb.

ROZWIAZaNie PEINE ......ueievveeiiiiniiiiniiisninisninnssnicsssnissssnesssssesssssessssessssssssssosssssssssssssssssssssss 4 pkt
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Zapisanie czworki liczb catkowitych spetniajacych warunki zadania: -1, 0, 1, 2.

Komentarz

Zadanie okazalo si¢ dla ogétu zdajacych fatwe i1 bylo najlatwiejszym w tym zestawie
egzaminacyjnym.

Rozwigzanie petne przedstawilo 73% zdajacych, a tylko 19% nie pokonalo zasadniczych
trudnosci zadania, czyli nie potrafito poprawnie zapisa¢ réwnania kwadratowego opisujacego
warunki zadania. W rozwigzaniach pozostatych zdajacych pojawialy si¢ btedy rachunkowe

1 logiczne, np. nieodrzucenie rozwigzania 3 1 podanie w odpowiedzi dwoch czworek liczb.

Zadanie 2. (4 pkt)
Rozwigz nieréwnoéé x*+ x> >2x.

Sprawdzana umiejetnos¢
Rozwigzanie nierdwnos$ci wielomianowej (standard IV).

Wskaznik fatwosci zadania dla ogétu Wskaznik tatwosci zadania
zdajacych LO T
0,64 0,69 0,36

Przyktadowy zapis rozwigzania
Zapisujemy nieréwno$¢ w postaci x*+x>—2x >0, a nastepnie przedstawiamy lewa strone
nieréwnos$ci w postaci iloczynowe;j:

xt+xt-2x= )c()c3 +x—2) = x(x(x2 —1)+2(x—1)) =
=x(x(x—1)(x+1)+2(x—1))=x(x—l)(x(x+1)+2)=x(x—1)(x2+x+2).
Zauwazamy, ze tréjmian x°+x+2 przyjmuje wartoéci dodatnie dla kazdej liczby rzeczy-

. . . . ., ;. 2 . . ;. .
wistej x, zatem rozwigzanie nierOwnosci x(x—l)(x +x+ 2) >0 jest jednocze$nie rozwigza-

niem nieréwnosci kwadratowej x(x—1)>0, czyli suma przedziatéw (—oo,0) U (1, +o0).

Przydzial punktéw za takie rozwigzanie
Rozwiazanie, w ktéorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIA covvvvverrrrreccesssssssnsserneecssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsans 1 pkt

Zapisanie wielomianu x*+x* —2x w postaci iloczynu, w ktérym jednym z czynnikéw jest x
lub x-1.
Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSEEP...cccveierrrercssrercsssaressaressasesssssssssasssssasssssasssss 2 pkt

Zapisanie nierdwnosci w postaci iloczynu czynnikéw stopnia co najwyzej drugiego , np.

)c()c—l)()c2 +x+ 2) =0.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania......ccccceeeeeeeeiineieeienienieninnieeneeeeeeeeeceeeeeseeeeeee 3 pkt

. Zauwazenie, ze rozwigzanie nieréwnoéci x*+x°—2x>0 jest jednocze$nie
rozwigzaniem nieréwnosci kwadratowej x(x—1)20

albo

. narysowanie i uzupelnienie tabeli znakéw lub sporzadzenie szkicu wykresu
wielomianu z uwzglednieniem jego miejsc zerowych.

ROZWIAZanie PEINE .....ccuuuueerriiiiiiiiiiissnnnniieicsniiisssnsnnieccsssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssns 4 pkt
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Komentarz

Zadanie okazalo si¢ dla ogétu zdajacych umiarkowanie trudne.

Ponad potowa zdajacych (54,9%) rozwiazala to zadanie bezblednie. Jednoczesnie 22,7%

maturzystOw na poziomie rozszerzonym nie przystgpilo do rozwigzania tego zadania, badz

nie potrafilo dokona¢ w jego rozwigzaniu zadnego postgpu. Co oznacza, ze zdajacy nie

potrafili zapisa¢ wielomianu x*+ x> —2x w postaci iloczynu, w ktérym jednym z czynnikéw

jest x lub x—1 (mimo iz w kazdym z dotychczasowych zestawéw egzaminacyjnych, réwniez

na poziomie podstawowym, badana byla umiejetnos¢ rozkltadu wielomianu na czynniki).

Pojawialy si¢ takze rozwigzania, w ktérych zdajacy:

e dzielili obie strony nieréwnosci przez x, bez odpowiedniego zalozenia,

¢ nie widzieli badZ nie umieli wykorzystaé faktu, Ze tréjmian x> +x+2 przyjmuje wartosci
dodatnie dla kazdej liczby rzeczywistej x,

e popehiali btedy rachunkowe podczas rozwigzywania nieréwnosci

)c()c—l)()c2 +x+2)2 0.
Sporadycznie zdajacy podejmowali proby rozwigzywania nieréwnosci wielomianowej
w oparciu o wykresy funkcji, jednak nikt nie przedstawit petnego rozwigzania
z wykorzystaniem tej metody.

Zadanie 3. (4 pkt)
Rozwigz réwnanie cos2x+2=3cosx.

Sprawdzana umiejetnos¢
Rozwigzanie rOwnania trygonometrycznego (standard IV).

Wskaznik fatwosci zadania dla ogéhu Wskaznik fatwosci zadania
zdajacych LO T
0,64 0,69 0,34

Przyktadowy zapis rozwigzania

Wykorzystujac wzér na cosinus podwojonego kata: cos2x=2cos’x—1, przeksztalcamy
réwnanie do postaci, w ktérej wystepuje tylko jedna funkcja trygonometryczna argumentu x:

(2cos2 x—l) —3cosx+2=0.

Porzadkujemy i otrzymujemy réwnanie: 2cos” x—3cosx+1=0, ktérego rozwigzaniami sa
1

cosx=1 lub cosx=5.

Zapisujemy rozwigzania tych réwnan:
x=2kx, gdzie k jest liczbg calkowita
lub

x= % + 2k, gdzie k jest liczbg calkowitg
lub

x= —% + 2k, gdzie k jest liczbg calkowita.

Przydzial punktéw za takie rozwigzanie

Rozwiazanie, w ktéorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
TFOZWIQZANIA covuuevnnrrrrreeccsssssssnssrneescssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1 pkt

Zapisanie rownania w zaleznosci od jednej funkcji trygonometrycznej argumentu x, np.:

(2cos2x—1)—3cosx+2=0 lub 2cos* x—3cosx+1=0.
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Rozwigzanie, w Ktorym jest iStOtny POStEP....cccceeerrurressnrcssaercsseressserssssssesssssesssasssssases 2 pkt

. . . . 1
Rozwigzanie réwnania 2cos® x—3cosx+1=0 z niewiadoma cosx: cosx=1 lub cosx = 3

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania.......cccceeeeeeeiiiiieiieniniinnenenneeneeeeeeeeeeeeeeeeceneens 3 pkt

Rozwigzanie jednego z réwnan cosx =1 lub cosx=—.

ROZWIazZanie PeINeE .....cccouueeiiiiiiiiiiiiissnnnnnniiccsisisssssnssnnneccssssssssssssssessssssssssssssssssssssssnns 4 pkt

Rozwigzanie réwnania: x=2kx, gdzie k jest liczbg catkowitg lub x=§+2kﬂ', gdzie

k jest liczbg catkowita, lub x = —% +2km, gdzie k jest liczbg catkowita.

Komentarz

Zadanie okazalo si¢ dla ogétu zdajacych umiarkowanie trudne.

Zadania, ktére badaja umiejetnos¢ rozwigzywania réwnania trygonometrycznego, pojawiaja
si¢ w zestawie egzaminacyjnym z poziomu rozszerzonego corocznie. Efektem tego dziatania
sg coraz lepsze wyniki zdajacych. W tym roku prawie 39,1% zdajacych rozwiazalo to zadanie
bezbtednie i tylko 15,9% nie przystapilo do rozwigzania tego zadania, badz nie potrafito
dokona¢ w jego rozwiazaniu zadnego postepu.

Zdajacy najczesciej przeksztalcali réwnanie cos2x+2=3cosx do postaci iloczynowe;j:

2cos” x—3cosx+1=0, a nastepnie rozwigzywali elementarne réwnania trygonometryczne:
cosx=1 lub cosx =5. W wielu wypadkach trudnos$¢ sprawiato zdajacym rozwigzanie tych

rOwnan w zbiorze liczb rzeczywistych. Niektorzy zdajacy podawali poprawne rozwiazanie
réwnania cos2x+2 =3cosx, ale tylko w przedziale <0, 27L'> .

Zadanie 4. (6 pkt)
Oblicz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktérych réwnanie x> —(m+2)x+m+4=0

ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste x,, x, takie, ze x| +x; =4m’ +6m’> —32m+12.

Wskaznik fatwosci zadania dla ogéhu Wskaznik fatwosci zadania
zdajacych LO T
0,42 0,46 0,18

Przyktadowy zapis rozwigzania
Korzystamy ze wzoréw Viete’a: x,+x,=m+2, x,-x,=m+4.
Mamy teraz:

4 4 _ (.2, 2\? 2 2 _ 2 g 2 _
X +x, —()c1 +x2) —2x1x2—((xl+x2) —2x1x2) —2(x1x2) =

2
=((m+2)" =2(m+4)) —2(m+4)" =m* +4m’ —6m* =32m-16
Stad otrzymujemy réwnanie
m* +4m® —6m* —=32m—16=4m* +6m* =32m+12,
czyli m* —12m* +36=64.
Zatem (m2 —6)2 =64,stad: m*—6=-8 lub m*-6=8,
czyli m* =-2 lub m* =14.
Przypadek m’ =—2 jest niemozliwy; zatem m” =14, czyli m = V14 Tub m=—/14 .
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Zauwazamy, ze je$li m> =14,to A=m’—12=14-12=2>0, a wigc oba pierwiastki x, i x,
sg rzeczywiste.

Przydzial punktow za takie rozwigzanie
Rozwigzanie zadania sktada si¢ z dwdch czesci:

a) Pierwsza cze¢$¢ polega na rozwigzaniu nieréwnosci A > 0: me (—oo, —2\3 ) ) (2@ ,00 )
Za poprawne rozwigzanie tej czesci zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Zdajacy nie musi rozwigzywaé nieréwnosci A >0 o ile w dalszej cze$ci rozwigzania
sprawdzi, ze dla m=+/14 lub m=—-/14 mamy m> =14, wiec A >0

b) Druga cze$é polega na doprowadzeniu réwnania x; +x; =4m’ +6m’ —32m+12 do

postaci réwnania z niewiadoma m i rozwigzaniu tego réwnania. Za t¢ cz¢S¢ rozwigzania
zdajacy otrzymuje 4 punkty.

Rozwiazanie cze$ci b), w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do
PEINEZ0 FOZWIAZAMIA ..ccuuuuunnnnnrrriiiciisiissssnnnreeecsssssssssssssssescssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 1 pkt

., " 4_ (.2, 2)\? 2 2
Zapisanie rOwnosci: x,” +x, —()c1 +x2) —2xx5.
Rozwiazanie cze$ci b), w Ktorym jest iStotny POSLEP .....ccccverersercssercsseressanessasesssnnes 2 pkt
fcarie pd faie 4 4 2, 2)\? 2.2 _ 2 2 2
Zapisanie rownosci: x* +x,* = (x) +x7 ) = 2x7x] —((x1 +x,) —2x1x2) -2(xx,)"-
Pokonanie zasadniczych trudnosci czesci b) zadania .........eeeeeeeeeeecccscscccsnnenneecccsssanns 3 pkt
Zapisanie wyrazenia x,*+x,* w postaci sumy jednomianéw zmiennej m, np.

2
xt gt = ()cl2 +)c§)2 —2x'x = ((x1 +x,) —2x1x2) —2(xx,)" =m* +4m* —6m*> =32m—16.

Rozwiazanie bezbledne CZeSCI D) ....uuuuuueneeriiiiiiiiiivsnnnnniicccsssisssnnsnneecccssssssssssssssesssssenns 4 pkt
Rozwigzanie réwnania m* —12m*> —28=0: m=./14 lub m=—-./14 .

ROZWIazanie PeINe .....ccceiiiiiiiiiiiiiiinnnnnniiiccisisssssnssnnneccssssssssssssssesssssssssssssssssssssssnns 6 pkt
Poprawne rozwigzanie rdwnania z uwzglednieniem warunku A >0.

Komentarz

Zadanie okazato si¢ dla zdajacych trudne.
Jego celem bylo sprawdzenie, czy maturzysta potrafi zaplanowac strategie, ktéra pozwoli
zbada¢, kiedy réwnanie kwadratowe z parametrem ma pierwiastki speiniajace okreslone
warunki. Tylko 18,5 % zdajacych rozwigzalo to zadanie bezblednie, a 26,1% zdajacych nie
przystapito do rozwigzania tego zadania, badz nie potrafilo dokona¢ w jego rozwigzaniu
zadnego postepu.
Mimo iz ten rodzaj zadan pojawial si¢ juz w arkuszach egzaminacyjnych, nie wszyscy
zdajacy pamietali o sprawdzeniu warunku, kiedy réwnanie kwadratowe ma dwa rézne
rozwigzania albo czy obliczone warto$ci parametru m speiniaja ten warunek. Byli tez
maturzys$ci, ktérzy nie potrafili rozwigzaé nieréwnosci A >0, czyli réwnania m>—12>0.
Jednak najwiecej bledow zdajacy popeiliali podczas zapisywania réwnania
X! +x3 =4m’ +6m> —=32m+12 w postaci réwnania ze zmienng m, np.:

® nie potrafili zastosowa¢ wzoréw skréconego mnozenia, przeksztalcajagc wyrazenie

2 4
'+t np. x4 xt z(xlz +x7) albo x*+x," =(x, +x,)

- . . . +2

e popeliali btedy podczas zapisywania wzorow Viete’a, np. x, +ux, “nre
. m+4
1x-x, :T
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2
e popehiali bledy rachunkowe, zapisujagc wyrazenie ((xl+x2)2—2x1x2) ~2(xx,)"

z wykorzystaniem wzoréw Viete’a.
Zaskakiwaly btedy zwigzane z wyznaczeniem cz¢$ci wspdlnej rozwigzan nieréwnosci z
etapu pierwszego idrugiego, np.: m=,/14 lub m=—14 i me (—oo, —2\/§)u(2\/§,oo ),

czyli me & .

Zadanie 5. (6 pkt)

Trzy liczby tworza ciag geometryczny. Jezeli do drugiej liczby dodamy 8, to ciag ten zmieni
si¢ w arytmetyczny. Jezeli zas do ostatniej liczby nowego ciagu arytmetycznego dodamy 64,
to tak otrzymany ciag bedzie znéw geometryczny. Znajdz te liczby. Uwzglednij wszystkie
mozliwosci.

Sprawdzane umiejetnosci
Zastosowanie wlasnos$ci ciggu geometrycznego oraz wlasnosci ciggu arytmetycznego
(standard IV).

Wskaznik fatwosci zadania dla ogétu Wskaznik tatwosci zadania
zdajacych LO T
0,48 0,51 0,32

Przyktadowy zapis rozwigzania
Oznaczmy przez a, b, ¢ kolejne liczby tworzace (w podanej kolejnosci) ciag geometryczny.
Przez a oraz g oznaczamy odpowiednio pierwszy wyraz i iloraz tego ciggu geometrycznego.

Wéwczas b=aq oraz c=aq’. Z treici zadania wiemy, Ze cigg o wyrazach a, b+8, ¢ jest
arytmetyczny, co oznacza, ze jest spelniona réwnos¢ 2(b+8)=a+c, czyli
2(ag+8)=a+aq’. Ponadto ciag o wyrazach a, b+8, c+64 jest geometryczny, wiec
(b+8)" =a-(c+64), astad (ag+8)" =a-(ag” +64).
Zapisujemy uktad réwnan:

2(ag+8)=a+aq’

(aq+8)2 =a- (aq2 +64)

Przeksztatlcamy ten uktad i otrzymujemy réwnanie kwadratowe: ¢° +2¢—15=0.
Rozwiazaniami tego roéwnania sg liczby: g, =-5, g, =3.
4 20 20 100

Jezeli g=-5,t0 a=—, b=—— oraz c=——+(-5)=—.
9 9 9 9

Jezelizas g=3,to a=4, b=12 oraz ¢ =12-3=36.

Istnieja dwa ciagi geometryczne spetniajace warunki zadania: (4, 12, 36) oraz
(4 20 100)

b b

9 9 9

Przydzial punktéw za takie rozwigzanie
Rozwiazanie, w ktéorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIigZaNia ZAAANIA ....eeeeeeerrrreicississssnsernnccsssssssssssssesscssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssanss oo 1 pkt

Zapisanie, ze liczby a, aq, ag® sa kolejnymi wyrazami ciaggu geometrycznego oraz liczby
a,aq+8, ag> (w podanej kolejnosci) tworza cigg arytmetyczny, natomiast liczby

a, ag+8, ag> +64 (w podanej kolejnosci) tworza cigg geometryczny.
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Rozwigzanie, w Ktorym jest iStOtny POSLEP ...ccccceerreressrercsssaresssanesssasessasssssassssssssssnses oo 2 pkt
Wykorzystanie wlasnosci ciggu arytmetycznego i1 geometrycznego do zapisania uktadu
réwnan, np.

a+aq’ =2(aq+8)

(aq+8)2 = a(aq2 +64)
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ........cceeeeeeeiiiiiiiieiiiiinnininieeenieeeeneeeceeeeeeeeeees 4 pkt
Zapisanie réwnania z jedng niewiadomg np.: ¢°+2¢—15=0 1lub 9a*—40a+16=0.
Rozwiazanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ........eeiereiicciiiiccsnnnneeccccsscccnnnnns S pkt

e Zdajacy popelni bledy rachunkowe w rozwigzywaniu réwnania kwadratowego,

np. ¢°+2g—15=0 i konsekwentne do tych btedéw poda w odpowiedzi dwa ciagi

geometryczne.
lub
e zdajacy przeksztalci uklad réwnan z btedem (np. btad w redukcji wyrazéw podobnych
lub w przepisywaniu) i konsekwentnie doprowadzi rozwigzanie do kofica (o ile
otrzymane réwnanie kwadratowe ma dwa pierwiastki rzeczywiste).

ROZWIazanie PeINe ....ccceiiiiiiiiiiiiiisnnnnniiiiccisisssssnsnnnneccsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 6 pkt
Zapisanie dwoch tréjek liczb, z ktérych kazda tworzy ciag geometryczny opisany w tresci
4 20 1
zadania: (4, 12, 36) oraz (—, ——0, ﬂj
9 9 9

Komentarz

Zadanie okazalo si¢ dla zdajacych trudne.

Tylko 21% zdajacych rozwigzalo to zadanie bezbtednie, a 9,1% zdajacych nie przystapito do
rozwigzania tego zadania, badZ nie potrafilo dokona¢ w jego rozwigzaniu zadnego postepu.
Zadanie badalo umiejetno$¢  zastosowania  wlasnosci  ciggédw  geometrycznego
1 arytmetycznego.

Sporadycznie pojawialy si¢ rozwigzania, w ktérych zdajacy nie potrafili zapisa¢ réwnan
wynikajacych z tych wlasnosci. Najtrudniejszym etapem rozwigzania tego zadania okazato si¢
przeksztalcenie otrzymanego uktadu réwnan do postaci réwnania z jedng niewiadomg. Bledy
rachunkowe 1 niepoprawne przeksztalcenia algebraiczne dominowaly zwlaszcza przy

b>=a-c
przeksztalcaniu ukfadu trzech réwnan {2(b+8)=a+c , opisujacych wilasnosci ciggdéw
(b+8) =a-(c+64)

arytmetycznego 1 geometrycznego.
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Zadanie 6. (6 pkt)

. . 1 5
W uktadzie wspotrzednych rozwazmy wszystkie punkty P postaci: P=(5m+§,mj,

2, gdzie Q:(S—;,Oj.

gdzie me <—1,7> . Oblicz najmniejszg i najwigkszg wartos¢ |PQ

Sprawdzane umiejetnosci
Znalezienie zwigzkdw miarowych na plaszczyznie, wyznaczenie najwigkszej i najmniejszej
wartosci funkcji ( standard IIT).

Wskaznik fatwosci zadania dla ogétu Wskaznik tatwosci zadania
zdajacych LO T
0,35 0,38 0,20
Przyktadowy zapis rozwigzania
2 2
Wyznaczamy odleglo$¢ punktéw P i Q: |PQ|= \/(5—25 —% m —%j +m’ = \/(5—20 —% mj +m’ .

Wyznaczamy wzor funkcji f opisujacej wartos¢ |PQ|2:

2
f(m):(s—o—lmj +m’ :%(m2—20m+500) dla me (-1,7).

Obliczamy pierwsza wspoirzedng wierzchotka paraboli, ktéra jest wykresem funkcji f
m, = 2-20 : 2-2 :25:§=25-2=10
4 4 2 5

Poniewaz 10¢ <—1,7> , wiec w tym przedziale funkcja f jest monotoniczna.
Zatem najwicksza 1 najmniejsza wartos¢ funkcji f dla me<—1,7> s przyjmowane dla

argumentow, bedacych koncami tego przedziatu.

7(-1) :%(1+20+500):651,25, f(7):%(49—140+500):511,25.

Stad najmniejsza 1 najwigksza wartosc¢ |PQ|2to odpowiednio 511,25 oraz 651,25.

Przydzial punktéw za takie rozwigzanie
Rozwiazanie, w ktéorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIigZaANia ZAUANIA ..cccovvvvvnnrrrreeccsssissssnnnerencesssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1 pkt

2
Wyznaczenie odleglosci migdzy punktami P 1 Q: |PQ|= \/(5—20—%mj +m*  lub

Zapisanie wzoru funkcji f w postaci, np. f (m) :%(m2 —20m+ 500) :

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .......ccceeeeeeeiiiiiiiiiiiiiinienininennneeneeeeeeeeeeeeeeeees 4 pkt
e Obliczenie pierwszej wspotrzednej wierzcholka paraboli, bedacej wykresem funkcji f
i stwierdzenie, ze wspOhrzgdna ta nie nalezy do przedzialu <—1,7>: m, =10

i 10¢(-1,7) i z rozwigzania wynika, ze f(10) nie jest zadna z poszukiwanych
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wartosci
albo

e obliczenie f(-1) i f(7), zapisanie bez uzasadnienia, ze f(—1) jest wartodcia
najwigksza, f(7) jest warto$cia najmniejsza.

Rozwiazanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ........eeeeereiicciiiicssnnnnnecccssscccnnnnns S pkt

ROZWIAZanie PEINE .....eeiiiiiiiiiiiiissnnnnniiicciiiissssnnsnnieccssssssssssssnsscssssssssssssssssssssssssssssssns 6 pkt

Podanie najmniejszej i1 najwigkszej wartos¢ |PQ|2 odpowiednio 511,25 oraz 651,25

z uzasadnieniem, np. powotlanie si¢ na monotoniczno$¢ lub stwierdzenie, ze pierwsza
wspotrzedna wierzchotka nie nalezy do podanego przedziatu.

Komentarz

Zadanie okazalo si¢ dla zdajacych trudne.

Problemy optymalizacyjne z wykorzystaniem wtasnosci funkcji kwadratowej to staty element
w zestawach egzaminacyjnych, mimo to az 36,8% zdajacych nie przystgpilo do rozwigzania
tego zadania, badz nie potrafito dokona¢ w jego rozwigzaniu zadnego postepu.

Z analizy rozwigzan zdajacych wynika, ze nie wszyscy maturzysci rozwigzywali problem

?, dla
P=(2,-1) oraz dla P=(6,7). Wielu ze zdajacych, ktérzy wyznaczyli wzér funkcji f

optymalizacyjny, niektére rozwigzania ograniczaly si¢ bowiem tylko do obliczenia |PQ

opisujacej wartos¢ |PQ|2 popetnialo btedy, wyznaczajac jej najmniejszg i najwicksza wartos¢
we wskazanym przedziale, np. zadajacy;
e badali wilasnosci funkcji f(m)=m>—20m+500 i dla niej obliczali wartosci
ekstremalne,
e obliczali f(-1) oraz f(7) i zapisywali bez uzasadnienia, ze f (—1) jest warto$cia
najwigksza, f(7) jest warto$cig najmniejsza,

e zapisywali, ze f(10) jest najmniejsza warto$cia |PQ|2.

Tylko 14,1% zdajacych rozwigzalo to zadanie bezbtednie 1 podalo odpowiedz wraz z petnym
uzasadnieniem.
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Zadanie 7. (3 pkt)
Udowodnij, ze jezeli a+b >0, to prawdziwa jest nieréwnoéé a’ +b° > a’b+ab*.

Sprawdzana umiejetnos¢
Przeprowadzenie dowodu algebraicznego (standard V).

Wskaznik fatwosci zadania dla ogétu Wskaznik fatwosci zadania
zdajacych LO T
0,28 0,31 0,14

Przykladowy zapis rozwigzania
Przeksztalcamy nieré6wnos$¢ w spos6b rOwnowazny

a’+b'—a’b—ab®> >0
(a’-ab)+(b’—ab*)20
a’(a=b)+b*(b—-a)=0
(a-b)(a’—b*)20
(a—b)2 (a+b)20.
Ostatnia nieréwno$¢ jest prawdziwa, gdyz z zalozenia a+b >0 oraz (a —b)2 >0 dla

wszystkich liczb rzeczywistych a 1 b, co konczy dowdd.

Przydzial punktow za takie rozwigzanie
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ........ccceeeeeeeiiiieiiiiiiiiniininieenneeeeeeeeeeeeeeeeeeeees 2 pkt

Zapisanie nieréwnosci w postaci iloczynowej (a —b)(a2 —bz) >0 lub
(a=b)"(a+b)=0, lub (a—b)(a—b)(a+b)>0.

ROZWiazanie PeINe .....ccceiiiiiiiiiiiiiiinnnnnniiicississsssnssnnieccsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnns 3 pkt
Przeprowadzenie petnego dowodu.

Komentarz

Zadanie okazalo si¢ dla zdajacych trudne.

Tylko 21,5% zdajacych rozwigzato to zadanie bezbtednie, a 67,9% zdajacych nie przystapito
do rozwigzania tego zadania, badZz nie potrafilo dokona¢ w jego rozwigzaniu zadnego
postepu.

W pozostalej grupie (10,6%) znalezli si¢ maturzysci, ktorzy potrafili zapisa¢ nierdwnos¢
w postaci iloczynowej, ale nie uzasadnili, ze (a—b)(a2 —bZ)ZO, dla liczb rzeczywistych

a ib, spelniajacych warunek a+b>0. Bledem rzadziej popelnianym niz w poprzednich
latach bylo dowodzenie prawdziwosci tezy dla kilku wybranych liczb 1 wnioskowanie na tej
podstawie o prawdziwosci tezy dla wszystkich liczb spetniajacych zalozenie.
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Zadanie 8. (4 pkt)
Oblicz, ile jest liczb naturalnych o$miocyfrowych takich, ze iloczyn cyfr w ich zapisie
dziesietnym jest roOwny 12.

Sprawdzana umiejetnos¢
Wykorzystanie wzoréw na liczb¢ permutacji, kombinacji 1 wariacji do zliczania obiektéw
w sytuacjach kombinatorycznych (standard IV).

Wskaznik fatwosci zadania dla ogéhu Wskaznik fatwosci zadania
zdajacych LO T
0,28 0,30 0,16

Przyktadowy zapis rozwigzania

Rozktadamy liczbe 12 na czynniki pierwsze 12=3-2-2.

Mamy wiec trzy, parami wykluczajace si¢ mozliwosci, w ktérych iloczyn cyfr liczby

osmiocyfrowej jest rowny 12:

1. Wsrdd cyfr tej liczby sg ,,37, ,4” 1 szes¢ ,,17 (12=3-4-1-1-1-1-1-1). Takich liczb jest:
8-7=56 - wybieramy miejsce dla ,,3” na 8 sposobdw i z pozostaltych dla ,4” na 7
sposobow.

2. Wsrdd cyfr tej liczby sg ,,2”, ,,6” 1 szes¢ ,,17 (12=2-6-1-1-1-1-1-1). Takich liczb jest:
8-7=56 - wybieramy miejsce dla ,2” na 8 sposobdéw i z pozostalych dla ,,6” na 7
sposobow.

3. Wsrdd cyfr tej liczby sg dwie ,,2”, jedna ,,3” i pie¢ ,,1” (12=3-2-2-1-1-1-1-1). Takich

7
liczb jest: 8-[2j:168 - wybieramy jedno miejsce z osmiu dla ,,3” a nast¢pnie dwa

miejsca z pozostatych siedmiu dla ,,2”.
Zatem liczb osmiocyfrowych, ktérych iloczyn cyfr jest réwny 12 jest 56 +56+168 =280 .

Przydzial punktow za takie rozwigzanie
Rozwiazanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIigZania ZAAANIA .....eeeeeeeerreicessscssssnnrnnneccssssssssssssnsecesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 1 pkt
Zapisanie co najmniej dwoch z trzech parami wykluczajacych si¢ mozliwosci, w ktérych
iloczyn cyfr liczby osmiocyfrowej jest rowny 12 (bez obliczania liczby tych mozliwosci):

12=3-4-1-1-1-1-1-1

12=2-6-1-1-1-1-1-1

12=3-2-2-1-1-1-1-1
Rozwigzanie, w Ktorym jest iStOtny POSLEP ..ccccecereercssrercssseressaressasssssssssssasssssasssssasssss 2 pkt
Zapisanie wszystkich trzech, parami wykluczajacych si¢ mozliwosci, w ktérych iloczyn cyfr
liczby osmiocyfrowej jest rowny 12 (bez obliczania liczby tych mozliwosci) :

12=3-4-1-1-1-1-1-1

12=2-6-1-1-1-1-1-1

12=3-2-2-1-1-1-1-1
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ........cceeeeeeeiiiiiiiiiiniiinieninneenneeieeeeeeeeeeeeeeeeees 3 pkt
Obliczenie liczby liczb o$miocyfrowych, ktérych iloczyn cyfr jest rOwny 12, w co najmniej
dwoch z trzech mozliwosci.
ROZWIAZanie PEINE ....eeeiiiiiiiiiiiiissnnnnniiiccsiiiisssnnnnnieccssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssns 4 pkt
Obliczenie liczby liczb osmiocyfrowych, ktorych iloczyn cyfr jest réwny 12:
56+56+168=280.

Komentarz

Zadanie okazato si¢ dla zdajacych trudne i bylo jednym z dwdéch najtrudniejszych zdan w tym
zestawie egzaminacyjnym.

Ponad potowa zdajacych (51,3%) nie podjeta proby rozwigzania tego zadania lub za jego
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rozwigzanie uzyskata O punktéw. Oznacza to, ze nie potrafili oni dobra¢ odpowiedniej
strategii rozwigzania tego problemu kombinatorycznego, czyli nie zauwazyli, ze mamy trzy,
parami wykluczajace si¢ mozliwosci, w ktorych iloczyn cyfr liczby o§miocyfrowej jest rowny
12.

Zdajacy, ktérzy dokonali w zadaniu istotnego postepu, najczesciej popetniali btedy podczas
obliczania liczby liczb o$miocyfrowych, ktérych iloczyn cyfr jest rowny 12, w przypadku
wystepowania cyfr: 2,2,3, 1,1, 1, 1, 1.

Tylko 8,8% zdajacych rozwigzato to zadanie bezblednie.

Zadanie 9. (5 pkt)
Dany jest prostokat ABCD, w ktérym |AB| =a, |BC | =b i a>b.Odcinek AE jest wysokos$cia
trojkata DAB opuszczong na jego bok BD. Wyraz pole tréjkata AED za pomocg a 1 b.

Sprawdzane umiejetnosci
Znalezienie zwigzkow miarowych w figurach plaskich z zastosowaniem wtasnosci figur
podobnych (standard IV).

Wskaznik fatwosci zadania dla ogétu Wskaznik tatwosci zadania
zdajacych LO T
0,47 0,51 0,25
Przyktadowy zapis rozwigzania
D C
E
b ~N
o,
a
A a B

Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata DAB otrzymujemy c=+/a’+b> . Tréjkat ten jest
podobny do tréjkata DEA (oba sa prostokatne 1 maja wspdlny kat ostry przy wierzcholku D),

wiec M = M oraz @ = M czyli h =—2 _ oraz |DE| = b . Stad

|AD| |BD| |DA| |DB|’ b a+p? Ja* +b?

ab b*
h=————— oraz |DE|=—F——.

Va*+b’ | | Na* +b?
Pole tréjkata AED jest réwne P :lwwDﬂ:l- ab b ___a
ADE T ) 2 Ja+p N2+ 2a+p?)

Przydzial punktéw za takie rozwigzanie
Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIigZania ZAAANIA .....eeeeeerreicessiissssnnrnnneccssssssssssssnnescsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnssns 1 pkt

e zauwazenie, ze trojkaty AED (lub AEB) i BAD sa podobne i zapisanie odpowiedniej
|AE| |AB| |DE| |AD|

= lub =
|AD| |BD| |AD| |BD|

proporcji np.:

albo
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® zapisanie pola trojkata AED: P = M .

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStOtny POSLEP ..cccceeerreressercssseresssaressasesssasssssasssssasssssassses 2 pkt
2
Obliczenie dlugosci odcinka DE: |DE| = _r lub AE: |AE| = _ab .
2 2 2 2
Na +b a +b
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ........ccceeeeeeiiiiieiiiiiiiinneiiennenneeeeeeeeeeeeeeeeeeeens 3 pkt
2
Obliczenie dlugosci obu odcinkéw DE: |DE| :b— 1AE: |AE| :a—b .
2 2 2 2
Na +b a +b

Rozwiazanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ........eeeeeeiiccciiiicsnnnneeccccsccccnnnnns 4 pkt

ROZWIAZanie PEINE .....eeeeiiiiiiiiiiiiissnnnnniiicciniiisssnennieccssssssssssssnsscsssssssssssssssssssssssssssassns S pkt

Obliczenie pola trojkata AED: P,.,, =———.
p K3 AED 2(a2+b2)

Komentarz

Zadanie okazalo si¢ dla zdajacych trudne.

Mimo iz rozwigzanie zadania sprowadzalo si¢ do wykorzystania podobienstwa tréjkatow
(umiejetnos¢ z zakresu poziomu podstawowego), to tylko 29,5 % zdajacych rozwigzalo to
zadanie bezbtednie, a 32,1% zadajacych nie przystgpitlo do rozwigzania tego zadania, badz
nie potrafito dokona¢ w jego rozwigzaniu zadnego postepu.

Maturzysci popetniali btedy juz na etapie zapisywania zaleznosci wynikajacej z podobienstwa

trojkatow AED 1 BAD, np. %:% Pojawialy si¢ takze liczne btedy rachunkowe

ab  ab
va’ +b’ Ca+b’
Warto zwréci¢ uwage na rozwiazania zdajacych, w ktérych wykorzystywano skale
podobienstwa. Maturzysci korzystali w nich z faktu, ze tréjkat BEA jest podobny do trdjkata

1 niepoprawne przeksztalcenia algebraiczne, np. |AE | =

2
. S 1 .
AED w skali % . Stad PBEA:[%j P,yp. A poniewaz PABDZEab:PBEA+PAED, wigc

1
2 —ab
a 2
Eab:[;j 'PAED+PAED'Stqd PAED: =
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Zadanie 10. (5 pkt)
Podstawg ostrostupa ABCS jest trjkat r6wnoramienny ABC. Krawegdz AS jest wysokoscig

ostrostupa oraz |AS| =8+210, BS| =118,

[\ | =131. Oblicz objetosc¢ tego ostrostupa.

Sprawdzana umiejetnos¢
Znalezienie zwiagzkoéw miarowych w ostrostupie (standard IV).

Wskaznik fatwosci zadania dla ogétu Wskaznik fatwosci zadania
zdajacych LO T
0,74 0,76 0,63

Przyktadowy zapis rozwigzania
Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata BAS, obliczamy dlugos¢ boku AB:

2

|AB|:\/1182—(8\/210) =22,

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla trdjkata CAS, obliczamy dlugos¢ boku AC:
2

|AC|:\/1312—(8\/210) =61.

Stad wynika, ze |BC| =61, poniewaz nie istnieje trojkat o dhlugosciach bokéw 22, 22, 61

(nier6wnos¢ tréjkata).
Jesli tréjkat ABC jest rOwnoramienny, wowczas wysokoS¢ h opuszczona na bok AB jest
rowna:

h=~61"-11> =60.
1

Obliczamy pole P tréjkata ABC: P = 3 22-60=660.

Obliczamy objetos¢ V ostrostupa ABCS: V = % -P-|AS|= % -660-84/210 =1760~/210 .

Przydzial punktéw za takie rozwigzanie
Rozwiazanie, w ktéorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

FOZWIQZANIA covvvvverrrreeecsssssssssssrrneecsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 1 pkt
Obliczenie dlugosci boku AB: |AB| =22 albo obliczenie dlugosci boku AC: |AC | =061
Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSEEP...cccveierreressrercsssaressaressssssssssssssasssssasssssasssss 3 pkt

Obliczenie diugosci boku AB: |AB| =22 1 dlugosci boku AC: |AC| =61 oraz zauwazenie,

ze dlugos¢ boku BC jest roOwna 61.
Pokonanie zasadniczych trudnosSci zadania.......cccceeeeeeieiiniiinneiinneeninnneeneeeneeeeeeeeeeeeeesenees 4 pkt

Obliczenie pola podstawy ostrostupa: P =660 .
Rozwiazanie zadania do konca lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslaja

poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ........ccceeeeeiecccsiscccsnnnnnecccccssnnns 4 pkt
ROZWIAZanie PEINE .....eeiiiiiiiiiiiiiinnnnniiiccniiissssnneenieccssssssssssssnssessssssssssssssssssssssssssssssns S pkt
Obliczenie objetosci ostrostupa: V =1760/210 .

Komentarz

Zadanie okazalo si¢ dla zdajacych tatwe.

Wigkszos¢ maturzystow (59,5%) dokonata poprawnej analizy zadania i dobrata wilasciwg
strategi¢ jego rozwigzania. Tylko 10, 9% zdajacych nie podj¢to proby rozwigzania tego
zadania, badz za przedstawione rozwigzanie uzyskato 0 punktéw.

Strategia rozwigzania tego zadania sprowadzata si¢ do obliczenia pola podstawy ostrostupa.
W rozwigzaniach uczniowskich pojawiaty si¢ liczne btgdy rachunkowe i logiczne, np. zdajacy
liczyli pole nieistniejgcego trojkata o bokach 22, 22, 61.
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Zadanie 11. (3 pkt)
Zdarzenia losowe A, B sa zawarte w Q oraz P(ANB’)=0,7 (A  oznacza zdarzenie

przeciwne do zdarzenia A, B" oznacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia B).
Wykaz, ze P(A'nB)<0,3.

Sprawdzana umiejetnos¢
Wykorzystanie wilasnosci prawdopodobienstwa do obliczenia prawdopodobienstwa zdarzen
(standard V).

Wskaznik fatwosci zadania dla ogétu Wskaznik tatwosci zadania
zdajacych LO T
0,17 0,18 0,07

Przyktadowy zapis rozwigzania
Zdarzenia AN B oraz A’N B s rozlaczne.

Stad i z faktu, ze P((AmB')u(A'mB)) <1 wynika, ze
12P((AnB)U(A'NB))=P(ANB)+P(A'nB), czyli P(A'nB)<0,3.

Przydzial punktéw za takie rozwigzanie
Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSEEP...cccceieerreressreresssaressaressssesssssssssasssssasssssasssns 1 pkt

Zdajacy zauwazy, ze zdarzenia AN B’ oraz A’N B s3 rozlgczne.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania.......cccceeeeeeieieieiinieininiiniennenneeeeeeneeeeeeeeeeeeeeees 2 pkt
Zdajacy zapisze, ze 12 P((ANB’)U(A'NB))=P(ANB')+P(A'NB).

ROZWIAZanie PEINE .....eeiiiiiiiiiiiiiinnnnnniiicciiiissssneenneccssssssssssssnssessssssssssssssssssssssssssssssns 3 pkt
Zdajacy przeprowadzi petny dowdd.

Komentarz

Zadanie okazato si¢ dla zdajacych bardzo trudne i bylo najtrudniejszym w calym zestawie
egzaminacyjnym.

Tylko 10,7% ogétu maturzystéw udowodnito postawiong w zadaniu tez¢. Najczesciej byty to
rozwigzania, w ktérych zdajacy korzystali z podstawowych wilasnosci prawdopodobienstwa

i zapisywali, np. (AnB’)c B, stad P(ANB’)<P(B’), czyli P(ANB’)<1-P(B), zatem
P(B)<0,3. Adalej (A’‘nB)c B, stad mamy P(A'’nB)< P(B), czyli P(A'nB)<0,3, co
konczy dowdd.

W przewazajacej wigkszosci (77,2%) zdajacy otrzymywali O punktéw, co oznacza, ze nie
podjeli proby rozwigzania przedstawionego problemu lub nie uzyskali w zadaniu Zadnego
postepu. Pojawialy sie rozwigzania, w ktérych zdajacy korzystali z tezy do jej udowodnienia.
Jednak dominowaty btedy na etapie analizy warunkow zadania. Niektorzy zdajacy zapisywali
P(ANB)+P(A'nB)=1, inni twierdzili ze P(ANB’)+P(A'NnB)=P(AUB) albo
P(ANB’)=1-P(B). Nie wszyscy maturzysci, ktérzy w rozwiazaniu zapisywali, Ze
12P((AnB')U(A'nB))=P(ANB’)+P(A' NB), wyjasniali, ze wynika to z rozlacznosci
zdarzen ANB oraz AN B.
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Wnhnioski wynikajace z analizy jakosciowej zadan

Rozwigzania zadan przedstawione przez zdajacych pokazuja zréznicowanie stopnia
opanowania wiadomosci 1 umiejetnosci matematycznych, ktére powinien posiada¢ absolwent
szkoly ponadgimnazjalnej. Egzamin pokazal, ze maturzysci dobrze opanowali podstawowe
wiadomos$ci 1 umiejgtnosci z zakresu poziomu podstawowego i potrafili zastosowac
odpowiednie algorytmy w zadaniach, ktére pojawialy si¢ juz na egzaminach maturalnych.
Nadal jednak problemem s3 zadania nieschematyczne, wymagajace umiej¢tnosci
modelowania, doboru strategii czy tez przeprowadzenia rozumowania. Poniewaz ksztalcenie
umiejetnosci rozumowania i argumentacji stanowi istot¢ matematyki, zadania tego typu beda
w przysziosci stalym i coraz mocniej obecnym elementem arkuszy maturalnych. Dlatego
w pracy dydaktycznej z uczniami nalezy zwrdci¢ uwage na ksztalcenie umiejgtnosci analizy
warunkéw zadania i doboru optymalnych metod rozwigzywania probleméw matematycznych.
Nalezy pracowa¢ nad tym, aby uczniowie dobrze rozumieli wprowadzane na zajg¢ciach
definicje 1 twierdzenia oraz potrafili je interpretowac, takze geometrycznie. Utatwia to
budowanie modelu matematycznego, zwlaszcza w przypadku zadan praktycznych i zadan
z rachunku prawdopodobiefistwa. Poziom merytoryczny odpowiedzi ucznidéw byl bardzo
zroznicowany. Obok rozwigzan $wiadczacych o wiedzy i1 umiejetnosci samodzielnego
myS$lenia, zdarzaty si¢ odpowiedzi bledne i nielogiczne. Kolejny raz okazalo sig, ze
powaznym mankamentem byla niedostateczna sprawnos¢ w przeksztalcaniu wyrazen
algebraicznych. Czesto zdajacy poprawnie analizowali warunki zadania, poprawnie
zapisywali rOwnania, ale bledy rachunkowe uniemozliwiaty im rozwigzanie zadania lub
prowadzity do niepoprawnych rozwigzan.

Analiza rozwigzan zadah otwartych na poziomie podstawowym wskazuje, iz nie
wszyscy maturzySci korzystali z przygotowanych dla nich materialéw pomocniczych.
W pracy dydaktycznej z uczniami, przygotowujacymi si¢ do egzaminu maturalnego w roku
2013, warto zwr6ci¢ uwage na ksztatcenie takich podstawowych umiejetnosci, jak:

— strategie rozwigzywania zadan zamknigtych,

— tworzenie prostych modeli matematycznych do zadan praktycznych,

— dob6r optymalnych sposobéw (strategii) rozwigzania probleméw matematycznych,

— argumentowanie i rozumowanie w prostych sytuacjach algebraicznych i geometrycznych,
— czytelne zapisywanie toku myslenia,

— sprawne postugiwanie si¢ Zestawem wybranych wzoréw matematycznych.

Wazne jest, aby maturzysci uwaznie czytali 1 analizowali tre$¢ zadan, a nastepnie udzielali
zwigzle] 1 precyzyjnej odpowiedzi, zgodnej z przedstawionym poleceniem. Uczniowie
przygotowujacy si¢ do egzaminu maturalnego z matematyki powinni korzysta¢ migdzy
innymi z materiatu ¢wiczeniowego, jakim sg arkusze egzaminacyjne umieszczone na stronach
internetowych CKE i1 OKE, a przede wszystkim z Informatora maturalnego z matematyki
od 2010 roku.
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